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Abstract —One study in matrix theory is determinant. Matrix determinants are usually used to find the
inverse of a matrix, to solve a system of linear equations, and determine the characteristic equations of
a problem in determining eigenvalues. The concept that developed so far is to determine the
determinant of the matrix only focused on a square matrix. The next problem is what if the matrix is
not a square matrix. However ,there is a method developed by Radic to find the determinant value of a
rectangular matrix. This research is a theoretical research with literature study. The purpose of this
research is to determine the concept of determinant rectangular matrix. The concept that will be
discussed in this research is how to calculate the determinants of a rectangular matrix and how the
properties of a rectangular matrix determinant. The results of determinant rectangular matrix is an
extension of the definition of the determinant which shows the series of determinants of sub matrix for
a square matrix.

Keywords — Determinant, Matrix, Radic Method.

Abstrak — Salah satu kajian dalam teori matriks adalah determinan. Determinan matriks biasanya
digunakan mencari invers dari suatu matriks,untuk menyelesaikan sistem persamaan linear, dan
menentukan persamaan karakteristik dalam menentukan nilai eigen. Konsep yang berkembang selama
ini adalah menentukan determinan matriks hanya terfokus terhadap matriks persegi. Permasalahan
selanjutnya bagaimana jika matriks tersebut bukan matriks persegi. Ternyata terdapat sebuah metode
yang dikembangkan oleh Radic untuk mencari nilai determinan matriks persegi panjang. Penelitian ini
merupakan penelitian teoritis melaui studi kepustakaan. Tujuan dari penelitian untuk mengehatui
bagaimana konsep dari determinan matriks persegi panjang. Konsep yang akan dibahas dalam
penelitian ini yaitu cara menghitung determinan matriks persegi panjang dan bagaimana sifat-sifat dari
determinan matriks persegi panjang. Hasil dari perhitungan matriks persegi panjang yang didapat
merupakan perluasan dari definisi rekrusif determinan yang memperlihatkan deret determinan sub
matriks yang berbentuk matriks persegi beserta sifat-sifatnya.

Kata kunci —Determinan, Matriks, Metode Radic.

linear, dan mencari
permasalahan dalam menentukan nilai eigen.
Konsep vyang berkembang selama ini

PENDAHULUAN

persamaan Kkarakteristik suatu

Salah satu kajian dasar dalam mempelajari ilmu
matematika mengenai aljabar adalah matriks. Matriks

merupakan jajaran persegi panjang dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri
dari matriks [1]. Matriks sangat berperan penting dan
sering digunakan dalam aplikasi matematika. Diantaranya
penggunaan matriks dalam berbagai bidang antara lain
persamaan sistem linear, statistik, metode numerik,
persamaan differensial dan lain-lain.

Salah satu perhitungan matriks yang sering digunakan
sebagai permasalahannya yaitu yang harus dicari nilainya
adalah determinan. Determinan dapat digunakan untuk
mencari invers matriks, menyelesaikan persamaan sistem

menentukan determinan matriks hanya terfokus terhadap
matriks persegi. Permasalahan selanjutnya adalah
bagaimana menghitung determinan dari matriks persegi
panjang. Nilai determinan dari matriks persegi panjang
juga dapat ditentukan. Hal tersebut dapat dilihat pada
penelitian Mirco Radic pada tahun 2005 dengan judul
“About a Determinant of Rectangular 2Xn Matrix and its
Geometric Interpretation”, yang membahas tentang
determinan Radic untuk matriks tidak bujur sangkar
khusus untuk matriks ordo 2Xn [2].

Micro radic mendefinisikan perhitungan determinan
persegi panjang sebagai penjumlahan partisi dari sub
matriks persegi yang didefinisikan sebagai berikut .Jika A
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adalah matriks m x n dengan kolom [A}, 4j;, ", Aj3]
dan m < n, maka determinan dari matriks A

4l = 1|4y Ay o Ag| D

1<j1<j2<" jm<n

r=1+2+3+-+m
S=ji+jo+ o+ jm [2]

Pada prinsipnya rumusan ini merupakan perluasan dari
definisi rekrusif determinan yang memperlihatkan deret
determinan sub matriks yang berbentuk matriks persegi.
Berdasarkan permasalahn di atas, penelitian ini bertujuan
untuk memaparkan tentang konsep determinan dari suatu
matriks persegi panjang.

METODE

Penelitian ini adalah penelitian dasar. Adapun metode
yang digunakan adalah analisis teori-teori yang
mendukung dengan permasalahan tentang konsep matriks
tak persegi dengan berlandaskan pada kajian kepustakaan.
Langkah kerja yang dilakukan adalah meninjau
pemasalahan yang dihadapi, kemudian.

Adapun langkah-langkah untuk mendapatkan jawaban
dari permasalahan adalah:

1. Mengekspansi matriks persegi panjang menjadi sub-sub
matriks persegi berdasarkan urutannya;

2. Menentukan indeks dari setiap sub matriks persegi;

3. Menghitung nilai determinan setiap sub matriks persegi

4. Menjumlahkan semua nilai determinan dari sub matriks
persegi;

5. Menentukan sifat-sifat dari determinan matriks persegi
panjang dan teorema-teorema yang berlaku;

HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Menghitung Determinan Matriks Tak Persegi

Pandang sebuah matriks persegi panjang A berukuran
mXn

a1 Q2 Ain
aiy (437 Ain
A = H
ajl ajz ajn
LOm1  Om2 Amn

sesuai dengan ekpansi kofaktor, menentukan determinan
dari matriks A adalah menjumlahkan hasil perkalian entri-
entri sembarang baris dengan kofaktornya yaitu

(_1)i+j a;;M;; 2

Kofaktor pada (1) merupakan matriks persegi panjang.
Maka, untuk mencari nilai determinannya akan di bentuk
partisi-partisi matriks persegi berukuran m x m, sebagai
berikut
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[ %1 Ujm ]
[ & .. Fo
I al'Jl T al']m I
lejl Amji,

Untuk menentukan nilai deterimannya diperlukan
aturan partisi antar kolom dan tanda dari setiap sub
matriks persegi, dimana nilai pada tanda + atau O dari
setiap determinan sub matriksnya ditentukan oleh
penjumlahan darikolom yang di ikut sertakan dalam
partisinya

a1j, 1 jm
(—1) @t AmtGittim) [ @ijy e Qijiy 3)
amj1 amfm

Dari definisi Radic iniakan ditunjukan bahwa definisi
determinan matriks persegi panjang merupakan perluasan
dari ekspansi kofaktor, misalkan

| 31y A jim |
(=) At tm+Gattim) [ Aijy e iy
Amj, A jpm

merupakan anggota dari penjumlahan dari (1), maka

1+ +m)+(j 4+ +) i+1
(_1)( )+ ]m)(_]_) aj,
a1, A1 jom
amjz amjm

merupakan anggota dalam ekspansi kofaktor dari (2).
(D" a;;, My,

dimana M;; merupakan minor dari elemen a;; Yyang
merupakan determinan dari matriks berukuran (m — 1) x
(n — 1) yang mana diperoleh dari menghapusan baris i
dan kolom j,. Diantara anggota M, terdapat
a1j, U jm
(_1)(1+---+(m—1))+(jz+---+1'm—(m—1)) :

Amj, Amjm
Dari persamaan tersebut kita notasikan r =1+ --- +

(m—1), s=j,++j,—(m—1) yang merupakan

urutan kolom setiap elemen a;j,,..,a;; ~pada M;;, .

perhatikan bahwa

(—1)(1+"'+m)+(1'1+'"+1'm)(_1)i+1

= (_1)(1+'"+(m_1))+(1'2+'"+J'm)—(m—1)(_1)i+j1

Selanjutnya dengan cara yang sama, anggota

aljz aljm

(_1)(1+---+m)+(j1+-~-+jm) (_1)i+2a1j :
2

Amj, Amjp,

pada persamaan (2) berkorespondensi dengan
(-1)"*za;,M

ij2
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(—1) (4 On=D)t Gattim=(m=2) (1) +i2g
2

a1j, A1, U jm

Amj, Amj, v Gmjm
dan seterusnya sehingga
(_1)(1+~-~+m)+(j1+"-+jm)(_1)i+k
= (_1)(1+"'+(m_1))+(j1+"'+jk—1+jk+1+"'+jm_(m_k)(_1)i+jk
memiliki indeks yang sama antara definsi radic dengan
ekspansi kofaktor.

Selanjunya , dalam perhitungan determinan tersebut
terdapat sebanyak () matriks persegi dan dengan
mengembangkan ini didapatkan (') m! anggota dari
bentuk a;j, ...ap;, dan jumlah yang di bentuk dari
ekspansi kofaktor adalah n(”*~%) (m — 1)! anggota dari
bentuk a;j, ...ap;, . Yang berarti jumlah sub matriks
yang diperoleh dari definisi radic sama dengan jumlah sub
matriks menggunakan ekspansi kofaktor

Untuk lebih memahami definisi radic, berikut
diberikan contoh menghitung determinan tak persegi:

Hitunglah determinan dari matriks

2
A= [0
2 3 0 1
dengan menggunakan definisi (1) diperoleh
2

-1 3

-1 3 2
-3 4 -2

|A| — (_1)(1+2+3)+(1+2+3) 0
2 3 0
2 -1
+(_1)(1+2+3)+(1+2+4) 0 -3 =2
2 3 1
2 -1 3
+(_1)(1+2+3)+(1+3+4) 0 -3 4
2 3 0
2 -1 3
+(_1)(1+2+3)+(2+3+4) 0 -3 4

0

2 -1 3
0 -3 4
2 3 0

2 3
2 -1 2
0 -3 -2
2 3 1

2 -1 3

0 -3 4

2 3 0
2 3

+

—lo -3 4
2 3 0

—14 — 22 + (—20) — (-37)

=-19

Definisi  determinan radic  selain  menghitung
determinan matriks tak persegi, definisi ini juag bisa
digunakan pada matriks persegi, misalkan matriks A
berkurukan m x m

a;; %12 Aim

A1 Gy Qo
A= : : . :

Am1 Amz Amm

menurut definisi radic
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|A| - (_1)(1+2+3...+m)+(1+2+3+-~+m)

a;; 2 m

azy Ay Aom

aml amZ amm

a;; 2 Aim
_ 191 Q22 Aom

aml amz amm
= detA

Maka terbukti definisi dari determian radic juga dapat
menghitung nilai dari determinan matriks persegi, dimana
hasil dari sub matriksnya merupakan matriks persegi itu
sendiri.

B. Sifat Determinan Matriks Persegi Panjang

Pada bagian ini akan ditentukan beberapa sifat-sifat
determinan matriks persegi panjang yang berlaku maupun
yang tidak berlaku pada matriks persegi panjang dan sifat-
sifat khusus yang dimilik determinan matriks persegi
panjang.

Beberapa sifat yang berlaku pada determinan matriks
persegi panjang, tidak semuanya berlaku pada matriks
persegi panjang. Misalkan A matriks berukuran m X n
dengan m < n, sehingga AT berukuran n x m. Akibatnya
det AT tidak terdefinisi, dikarenakan pada definisi radic
hanya terdefinisi pada banyak baris kecil atau sama
dengan banyak kolomnya, jadi sifat detAT = detA
tidak berlaku pada matriks persegi panjang.

Selanjutnya pada perkalian matriks persegi, matriks AB
terdefinisi dalam satu kasus yaitu jika matriks A dan B
berukuran sama, maka sifat det(AB) = det(A)det(B).
Berbeda dengan determinan matriks persegi panjang,
secara umum jika AB terdefinisi, tidak berlaku det(AB) =
det(A)det(B).

Sifat-sifar determinan persegi panjang yang berlaku:

1) Misalkan A’ matriks yang dihasilkan dari satu baris
tunggal A dikalikan oleh skalar k, maka det(4") =
k det(A).

Bukti:

Misalkan
a;; e QA1n
Am1 A Amn

dikalikan sebaris A dengan k diperoleh matriks baru

ka,; kai, kaq,
A = asz1 Qa2 arn
aml am2 amn

dengan menggunkan definisi radic, maka
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|A'] = (—1)@+2+-+m+(+2e-m)

kay,; kag, ka,,

a a a

Am1 Ao Amn

(—1) @t +m+((=m+1)+-4n)
kayn-m+1) kayn-m+2) kai,
Q(n-m+1)  Gem-m+2) 7 Ay
am(n—m+1) am(n_m+2) Amn

sub-sub matriks yang diperoleh adalah matriks persegi,
maka sifat det(A") = k det(A) dapat digunakan

a;; 2z 7 g,
= (—1)F2tmttzem) Q21 Gz Gon
Gm1 - Amz Amn
4+t (_1)(1+~--+m)+((n—m+1)+..‘+n)k
| A1 (n-m+1) 1(n-m+2) kai,j
a2(n—m+1) a2(n—m+2) Ayn
Amn-m+1)  Am(n-m+2) Amn
a;; %z 7 gy
a a a,
=k((—1)(1+2+ +m)+(1+2+--m) :21 :22 . :n
m1 Am2 Amn

4+t (_1)(1+~~+m)+((n—m+1)+‘..+n)

A1 (n-m+1) A1 (n-m+2) kaln

A2 (n—-m+1) Ary(n-m+2) " Aon

Ann-m+1)  Am(n-m+2) Amn
= k (detA)

2) det(kA) = k™det(A)
Bukti
A matriks berukuran m x ndengan m < n

ka,, kay, kain,
|kA| = k‘f21 k‘fzz ka.Zm
ka,, ka,, K@ m

dengan menggunakan definisi 1
ka,;, ka;,.

— (_1)(1+2+~--+m)+(1+2+~--m)

kay,;,
4+t (_1)(1+~--+m)+((n—m+1)+...m)

ka,, im

kalf(n—m+1) kalj(n—m+1)

kamj(n—m+1) kamj(n—m+1)

ekspansi  menghasilkan sub matriks yang berbentuk
persegi dengan ordo m x m, diamna pada sifat determina
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matriks persegi det(kA) = k™det(4) sudah terbukti,
maka
A1j, D1jm

= (—1)@+2++m)+ (1424 m) pm
mj, Amjm
4+ (_1)(1+~~+m)+((n—m+1)+...m)km

alj(n—m+1) alj(n—m+1)

amj(n—m+1) amf(n—m+1)

= k™detA

3) Misalkan A’ matriks yang dihasilkan bila dua baris
A dipertukarkan, maka det(4") = —det(A).

Bukti

a1 Qi o Qg
Ain Az o Qi
Misalkan matriks 4 = | : : i |dan
ajl ajz ajn
aml amz amn
A1 Az - Qg
4G G A
A’= E 1
aiq Ain Ain
Am1 Am2 Amn

dengan menggunakan definisi radic

A1 A Aym
Gy Ay o Ay
|A'] = (=1)r2+-tm)+Qtzeem) | Je T
ail aiZ m
Am1 Om2 Am
4.+ (_1)(1+-~-+m)+((n—m+1)+...m)
A1(n-m+1  A1(n-m+2) Aim
AGjn-m+1)  Qj(n-m+2) Ajm
Aitn-m+1)  Qi(n-m+2) Aim
Amn-m+1) Amn-m+2) A

sub-sub matriks yang diperoleh adalah matriks persegi,
maka sifat det(4") = —det(A4). dapat digunakan. Jadi
terbukti det(A") = —det(A) juga berlaku pada matriks
persegi panjang.

4) Misalkan suatu baris matriks A identik pada baris
yang lain atau merupakan kombinasi linear baris lain
maka |4] = 0.

Bukti

Misalkan matriks

67



UNPjoMath Vol. 3 No. 1
ISSN: 977 235516589

a1 Az Ain
aiy (47 Ain
A: H
a;,  ap ajn
o amy apy e agl o
Jika baris ke i dan baris ke j identik, maka
Qi1 Ajzy er iy = @1, Aj, -, A, SENINGGA UNtuk matriks

tak persegi dengan m < n menjadi

a1 Qg Ain
aiy a;; Ain
— 1+2+- 142+ :
|A| — (_1)( +24-+m)+(1+2+---m) :
Ay Qi Qin
aml amZ amn

4o (_1)(1+'“+m)+((n—m+1)+~~m.)“

al(rf—m+1 al(n'—m+2) a'lm
a; (n=m+1) ai(n'—m+2) C%im
a; (n'—m+ 1) ai(n'—m+2) Cfim
am(n—m+1) am(n—m+2) Amm

sub matrik yang diperoleh merupakan matriks persegi,
selanjutnya dilakukan reduksi baris pada matris tersebut

11 Gi2 Ain
a;q ain Ain
|A] = (—1)@tzt-tm+(tzem) | : L
0 o .. O
Am1 Am2 Amn
4ot (_1)(1+'“+m)+((n—m+1)+~~~m)
al(n—m+1 al(n—m+2) A1m
ai(n—m+1) ai(n—m+2) aim
0 0 . 0
Amm-m+1)  Ammn-m+2) Apm
pada matriks persegi tersebut dilakukan kofaktor

sepanjang baris 0, maka akan menghasilkan determinan
bernilai 0.

Berikut bebrapa sifat khusus yang terdapat pada
matriks persegi panjang, yang merupakan representasi
dari penjumlahan determinan matriks persegi

1) Misalkan [4; ... A,] matriks 2 X n dengan n > 2Maka
A, Ay Ayl = |A; Ay — Ay + Ay — Ag + -
+ (14,
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+|A, A — A, + A+ -

+ (D4,
+- 4 [A,_1, Ayl
Bukti
Misalkan
_ all a12 a13 aln
|A; A, As . Ayl = Gy, ay, Qa3 Ay
dengan menggunakan defisini 1, diperoleh
a a
— (—1)(1+2)+(1+2) |11 12
Ay, Ay, Ag .o, Ayl = (—1) |661121 222|
—_1\@+2)+(a+3) |11 13 .
=D |a21 a23|+ +
a a
—_1\@+2)+@+n) |11 in
=D |a21 a2n|+
a a
—_1\@+2)+(2+3) |12 13
D oyl *
a a
—1)a+2)+@+a) |12 14
=D |a22 a24|+ +
a a
—1\@+2)+@+n) |12 Finf
=D |a22 a2n|+ +
a a
_1\ @+ +((n-D)+n) [F1(-1) - F1n
=D |a2(n—1) a2n|

= A, Ayl — |AL Al + 1A Ayl + -
+(=1)" Ay, Apl + |45, 45| —
|[Ap, Ayl + -+ (1) 1Ay, AL
ot [Ap_, Ayl
sehingga terbukti
|A; Ay Ayl = 1A Ay — A3+ A, — A+ -+ (D4,
+lA; A —A,+As+ -+ (D" A4,
+ot |Ap_q, Ayl

2) Misalkan [A; A, ... A,] matriks m X n dimana
m < n, maka
|Al =

12j1<<jm-1<n

(_1)r+j1+j2+“‘+jm—1

n

> kA,

Jm-1+1

X|4;, Aj, A
k=
Bukti
dengan menggunakan definisi 1
IAI = (_1)1”+S|A11 A]Z A]

1<j1<j2< " jmsn
n

— (_1)r+j1+j2+---+jm_1+k
1<j1<j2< jm-1Sn k=jm—1+1
X |Aj, Aj, - Aj A
= (_1)r+f1+fz+"'+fm—1

1<j1<j2<jmsn

n
X A] A] Ajm—l' Z (_1)kAk

k=jm-1+1

dengan dimanar =1+2+3 4+ -+ m.

Untuk memaham teorema-teorema diatas diberikan
contoh sebagai berikut

M = [M; M, M; M,] matriks persegi panang berukura
3 X 4, maka
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M| =M, My My — M,| +|M; My M| —|M, My M,|

3) Misalkan [A,, 4, ..., A, ] matriks m X n dimana
m < n, maka
4| = (—1)rHztizttim

1<jp< < jm—1<n

j2-1

x Z(—l)"Ak Aj Aj, e A
k=1

Bukti

Misalkan [A4, A4, ...,A,] matriks m x n dimana m <n,
maka

dengan menggunakan definisi 1

Al = (17|45 Ajy o Aj
1<j1<j2< jmsn
J2—1
— Z Z (=1)rtk+izttim
1<jp<jmsn k=1
X |Ay 4;, .. A,
(=1)"+Hz++im
1<jp<:jmsn
j2-1
X Z(—l)"Ak A, o A
k=1
dimanar=14+2+--+m
Contoh

N =[N; N, N; N,] matriks persegi panang berukura
3 x 4, maka

|N| =|N1 NZ N3|_|N1 NZ N4_|+|N1_N2 N3 N4_|
4) Misalkan [A, 4, ..., A,] matriks m X n dimana
m < n. Kemudian untuk setiap p € {2, 3, ..., m — 1},

maka
|A| = (_1)T+f1+fz+"'+fp—1+jp+1+"'+jm
1)< <jp-1
Jp+1<<Jm=n
Jp+1—Jp-1>1 .
Jp+1—1
—1)k . ,
A, Ay 2 (~D*4y 4, - 4,
k=jp_1+1
Bukti

dengan menggunakan definisi 2
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j— r+s
|A] = (—D*|A4j, Ajz + Ajy
1<j1<j2< " jmsn
Jp+1-1
= (_1)T+f1+f2+"'+fp—1+k+fp+1+"'+jm
123 < <jp—1 k=jp_g+1
Jp+1<<jm=n
Jp+1—Jip-1>1
x |4y, A AcAy,, 4
= (_1)T+f1+f2+"'+fp—1+fp+1+"'+fm
1<j1<<jp-1
Jp+1<<jmsn
Jp+1—Jip-1>1
Jp+1—1
. . E —1k . .
X |4, .. A]p_1 (D" A, A]p+1 A]m
k=jp_1+1
Contoh

P =[P, P, P; P,] matriks persegi panang berukura
3 X 4, maka
|P| = |M; M, Mj| —|My; M, —M; M,| —|M, My M,]

SIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada penelitian ini, dipeoleh:

1) Determinan matriks persegi panjang dapat dihitung
menggunkan definisi radic yang merupakan
perluasan definisi rekrusif determian yang
memperlihatkan deret sub matriks persegi;

2) Sifat-sifatkhusus yang berlaku pada matriks
persegi panjang merupakan representasi dari
penjumlahan determinan matriks persegi.
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