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Abstract — In this article discussed eco-epidemiological with time delay, harvesting prey and addition
constally suspectible prey. Eco-epidemiological is study the spread of infectious diseases in
population in the interaction in an environment. Eco-epidemiological will be analyzed by finding the
stability of fixed point. The model consist of tree differential equations. In this model the population is
diveded into three parts suspectible prey, infectious prey and predator. The model have four fixed
points. Those are extinction {Ey}, axial (E;), infected prey extinction or disease free (E;} and the

coexistence between prey and predator (Ez].
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Abstrak — Pada artikel ini dibahas model eko-epidemiologi dengan waktu tunda, mangsa panen dan
penambahan secara konstan maangsa rentan. Eko-epidemiologi adalah ilmu yang mempelajari tentang
penyebaran suatu penyakit menular pada sebuah populasi dalam interaksi di suatu lingkungan. Model
eko-epidemiologi yang diperoleh akan dianalisis dengan mencari kestabilan titik tetapnya. Model
yang diperoleh terdiri dari tiga persamaan differensial yaitu mangsa rentan, mangsa terinfeksi dan
pemangsa .Pada model ini populasi dibagi menjadi tiga yaitu populsi mangsa rentan, populasi mangsa
terinfeksi dan populasi pemangsa. Model memiliki empat titik tetap. Titik tetap kepunahan [ Ey), titik

tetap aksial (Ey}, titik tetap bebas penyaki (E:], dan titik tetap koeksistensi mangsa dan pemangsa

(Ea).

Kata Kunci — Eko-epidemiologi, Mangsa-Pemangsa, Waktu Tunda, Titik Tetap

PENDAHULUAN

Salah satu model interaksi antar makhluk hidup dalam
suatu ekosistem adalah model mangsa-pemangsa, dengan
prey sebagai spesies yang dimangsa dan predator sebagai
spesies yang memangsa. Model mangsa-pemangsa
pertamakali dikenalkan oleh Lotka pada tahun 1925 dan
Voltera pada tahun 1926, sehingga mode lini juga disebut
model Lotka-Volterra[1].Namun dalam model mangsa-
pemangsa yang mereka perkenalkan masih sederhana,
asumsi dasar dari model mangsa-pemangsa ini adalah
bahwa setiap populasi mengalami pertumbuhan atau
peluruhan secara eksponensial dimana fakto-faktor lain
ditiadakan.

Dalam beberapa tahun terakhir, masalah eko-
epidemiologi telah menjadi perhatian banyak peneliti.
Pada bidang ekologi, eko-epidemiologi sangat penting
dalam pemahaman muculnya penyakit. Bidang tersebut
mempelajari mengenai dinamika populasi, epidemi, dan
penyakit yang terinfeksi pada komunitas yang ada di
lingkungan masyarakat. Oleh karena itu dalam
pemodelan matematika dikaji berbagai macam model
matematika untuk mengetahui terjadi atau tidaknya suatu

epidemi dalam populasi pada ekologi yang nyata. Hal
ini didasarkan pada beberapa sifat spesifik dari aturan
penyebaran penyakit menular dan faktor-faktor sosial
yang terkait untuk membangun model matematika. Faktor
penyakit pada sistem predator-prey pertama Kali
diperkenalkan oleh Anderson dan Mei. Anderson dan Mei
meneliti faktor utama pengacauan yang terjadi pada
interaksi predator-prey serta menemukan studi faktor
pengendalian penyakit tersebut[2].

Secara umum model mangsa-pemangsa dapat dibagi
menjadi tiga kasus oleh infeksi penyakit pada populasi.
Pertama hanya terdapat mangsa yang terinfksi pada
model. Johri, et al [3] mempelajari tipe Lotka-Volterra
dimana model mangsa-pemangsa dengan mangsa sakit
tanpa panen dan diasumsikan bahwa tingkat konversi
mangsa yang rentan adalah sama dengan mangsa yang
terinfeksi. Sharma dan Samantha [4] mempelajari model
eko-epidemiologi dengan dua populasi mangsa dimana
spesies mangsa terinfeksi oleh penyakit menular. Kedua
hanya ada pemangsa yang terinfeksi dalam model . Zhang
dan Sun [5] mengusulkan model mangsa-pemangsa
dengan penyakit pada pemangsa dan respons fungsional
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umum. Ketiga adalah penyakit di kedua populasi untuk
model mangsa-pemangsa. Kant dan Kumar [6]
mempertimbangkan sistem  mangsa-pemangsa dengan
migrasi mangsa dan infeksi penyakit pada kedua populasi.

Secara umum waktu tunda telah banyak dimasukkan
oleh peneliti dan model matematika dinamika populasi.
Dengan adanya waktu perlambatan inilah meyebabkan
titik ekuilibrium model tidak stabil. Contoh yang umum
adalah waktu tunda karena masa inkubasi penyakit. Hu
dan Li[7] telah menyelidiki model mangsa-pemangsa
yang tertunda. Xu dan Zhang [8] model mangsa-
pemangsa yang tertunda dengan penyakit pada pemangsa.
Zhou, et al [9] mengusulkan tiga dimensi model eko-
epidemiologi dengan waktu tunda.

Pada model ini, pemangsa tidak hanya menangkap
mangsa yang infeksi tetapi juga menangkap mangsa yang
rentan. Dikarenakan masa inkubasi infeksi maka akan
dipertimabangkan waktu tunda dalam model ini. Selain
itu pemanen dari sumber ekologi dan populasi adalah hal
yang umum seperti panen hewan liar dan ikan. Dari
perspektif realitis memanen tidak bisa diabaikan begitu
saja dari ekosistem. Berdasarkan analisis di atas dan karya
Johri, et al [10] penulis akan menganalisis model eko-
epidemiologi dengan waktu tunda , memanen populasi
mangsa dan menambahkan secara konstan populasi
mangsa yang rentan

METODE

Penelitian ini merupakan penelitian dasar (teoritis)
dengan menggunakan teori yang relevan berdasarkan
studi kepustakaan. Langkah kerja yang dilakukan adalah
dengan menentukan asumsi-asumi pembentukan model.
Mengaitkan hubungan antara variabel pada model dengan
asumsi yang telah dibuat. Membangun dan menentukan
model. Menganalisa model. Menginterpretasikan hasill
dari analisis yang diperoleh.

HAsIL DAN PEMBAHASAN
A. Model eko-epidemiologi dengan waktu tunda, mangsa
panen dan penambahkan secara konstan

Dalam membentuk model eko-epidemiologi dengan
waktu tunda, mangsa panen dan penambahkan secara
konstan mangsa rentan asumsi yang digunakan sebagai
berikut:

1. Populasi dibagi menjadi tiga subpopulasi, yaitu:

a. Subpopulasi prey suspectible atau rentan terhadap

penyakit yang dinyatakan dengan S.

b. Subpopulasi prey infectious atau terinfeksi dan
dapat menularkan penyakit yang dinyatakan
dengan I.

c. Subpopulasi predator atau pemangsa yang dapat
dinyatakan dengan P.

2. Penyebaran penyakit di populasi mangsa hanya terjadi
secara kontak. Mangsa yang terinfeksi tidak bisa
dipulihkan.

3. Penangkapan diakukan kepadadua populasi yaitu
populasi mangsa yang terifeksi dan populasi mamgsa

rentan. Secara umum mangsa yang rentan lebih kuat

dari mangsa yang terinfeksi .Peluang penangkapan

mangsa yang terinfeksi lebih besar dari mangsa yang
rentan.

4. Tingkat kematian diperhitungkan sebagai berikut,
dimana tingkat kematian yang terjadi pada mangsa
yang terinfeksi secara alami karena infeksi yang
terjadi pada mangsa yang terinfeksi.

5. Spesies mangsa dipanen secara linier.

Ada tiga variabel yang digunakan dalam membentuk
model eko-epidemiologi dengan waktu tunda, mangsa
panen dan penambahkan secara konsta mangsa rentan;

1. Subpopulasi prey suspectible atau rentan terhadap
penyakit yang dinyatakan dengan S.

2. Subpopulasi prey infectious atau terinfeksi dan dapat
menularkan penyakit yang dinyatakan dengan I.

3. Subpopulasi predator atau pemangsa yang dapat
dinyatakan dengan P.

Parameter yang digunakan sebagai berikut:

Ao Tingkat perekrutan konstan mangsa rentan

5 : Koefisien penularan penyakit

e, : Tingkat penangkapan mangsa rentan

o, Tingkat penangkapan mangsa terinfeksi
d,: Kematian rata-rata dari mangsa rentan
d,: Kematian rata-rata dari mangsa terinfeksi
d-: Kematian rata-rata dari pemangsa

E : Upaya pemanenan

g, Koefisien penangkapan mangsa rentan
g5 Koefisien penangkapan mangsa terinfeksi

Formulasi Model
Model eko-epidemiologi dengan waktu tunda,
memanen populasi mangsa dan menambahkan secara

konstan populasi mangsa yang rentan sebagaiberikut:
= = A—BSI—a,5P—d,5 — q,ES

2 = BSI - aylP — dyl — q,EI

£ = oa,SP + ea;SP — d;P (1)
Karena adanya waktu tunda  sehingga  model

matematika akan menjadi:

ds

+ = A—BSI—a;SP—d,S—q,ES

% = BS(t — ) (t — 7) — a,IP — d I — g,EI

L = eq,5P + ea,5P — d,P )

dt

B. Analisis model eko-epidemiologi dengan waktu tunda,
mangsa panen dan penambahkan secara konstan

Dengan menganalisis model diatas diperoleh empat
titik tetap model yaitu:
Titik tetap kepunahan, yakni kondisi ketika populasi
mangsa yang rentan, mangsa Yyang terinfeksi, dan
pemangsa dalam kepunahan. Kondisi ini terjadi ketika
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5=0,7=0dan P = 0. Sehingga didapatkan titik tetap

E, = (5,.1,,F,) = (0,0,0).

1. Titik tetap aksial, yakni kondisi Kketika populasi
mangsa yang rentan tidak mengalami kepunahan,
sedangkan mangsa yang terinfeksi dan pemangsa
dalam kepunahan. Kondisi ini terjadi ketika
§=07=0dan P = 0.Sehingga didapatkan titik
tetap £, = (5,.1,.B,) = {m, 0.07.

2. Titik tetap bebas penyakit, yakni kondisiketika tidak
adanya mangsa yang terinfeksi. Kondisi ini terjadi
ketika 5 = 0,I =0,dan P = 0. Sehingga diperoleh
titik tetap bebas

penyakite, = (5,,1,.F,) = {EJUJM}
S0y iz

3. Titik tetap koeksistensi, yakni kondisi ketika populasi
mangsa yang rentan, mangsa yang terinfeksi, dan
pemangsa hidup berdampingan. Kondisi ini terjadi
ketika § = 0.1 = 0.dan P = 0. Sehingga diperoleh

titik tetap
koeksistensi

E, = (5. 1..B) =

GyP—dy—g:E dy—swy5 A+B5I-5d4-594E

( B - 5oy )

Analisis Kestabilan titik tetap ditentukan dengan cara
menentuan nlai matriks Jacobi dari sistem (1) sebagai

berikut:
Eu Az -'41!]
J= Az Ap Az
n Ay Ag
dengan
Ay =-Bl—wa,P—dy —q,E
Ay, = —BS
Ay = —ay 5
Ay =Bl
Apy =BS5S —a,P —dy — q,F
Agg = —atyd
Agy = oo, P
Az = oo, P

Agy = ooy 5 + eyl —dy

Berikut analisis kestabilan dari keempat titik tetap model;

1. Analisis Kestabilan Ttik Tetap Kepunahan
E, diperoleh nilai-nilai eigen dari [{E,) sebagai
berikut:
A,=—d,—gq,E, l,=—d,—g,E dan 1,=—d,
Dari matriks Jacobian J{E,} diperoleh semua nilai
eigen bernilai negatif. Oleh karena itu titik setimbang
E, stabil.

2. Analisis Kestabilan Titik Tetap Kepunahan
E, . Dengan demikian diperoleh nilai-nilai eigen dari
J{E,) sebagai berikut:

BJ‘l.
Ay=—d; —quE, A5 = (m) —d, —g,E dan
__smd
P A+ E ¥

Dari matriks Jacobian J{E,} diperoleh satu nilai eigen
negatif yaitu i, = —d, — g, £ dan dua nilai eigen

_ BA _ _ _oemgd _
Ay = (—dmiﬁ] dy—g:E  dandy =72 —d,
Titik setimbang E, stabil asimtotis jika :

BJ‘l. |.
v d; = g.F atau Ry’ = 1dan
ii.—— = d, atau R, < 1
dy+qQ E =
. Analisis  Kestabilan  Ttik Tetap  Kepunahan

E, diperoleh nilai-nilai eigen dari J{E,) adalah

sebagai berikut:
Bd, Aoyoge—aqd,ds+ o,dEqy
A= - d; — q.E
gy 0y g
Karena semua parameter bernilai positif dan syarat
eksistensi titik stimbang bebas penyakit, £, adalah

5d; _ Agyags—ydydsraydsE
253 o SRRt TRt n TRt 9. + g, , maka cukup

Ely Xy &z
jelas bahwa 1, = 0. Sedangkan nilai eigen yang
diperoleh dari akar-akar persamaan karakteristik
berikut:
P tqiitg, =0

Menurut  kriteria  Routh-Hurwitz, persamaan
A* + g, 1+ g, = 0 akan memiliki akar-akar bilangan
real negatif jika dan hanya jika g, = 0 dan g, = 0.
Akan ditentukan syarat sebagai berikut:

Pandang
I‘!Lﬂig - did! - d!Eqi
g, = 7 =0
Pandang
ety p 0
1 =5 - tdy =
i dy +q £

Dari sini dapat disimpulkan bahwa titik setimbang
bebas penyakit (E; ) stabil asimtotis
ka2t~ 9ed= 725881 () gan —

ds di+gaE

gy L

+dy >0

. Analisis Kestabilan Ttik Tetap Kepunahan E;

Ay A Ay
I= Ay Ap A

21 Az A

|

Bl owl o ona

Dengan
Ay = -0 P +d; + g F
Ay = -0 P +d; + g, F
oy 0%y Py —ayd; —ayq F
N B
Ed, — Bea, 5,

gy dy
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Gg M +0y Bl +00; Spdy —, gy F

Sqmy

=0y dy + gay 0 5,
A =

- ey ly

4 el +eB5,0, —e85,d, +eq, E
a1 - 5!

H QDC: i‘!t"‘EDC: BSEI!_QDC:SEdL‘l'EDC: qiE
iz = S.a,

Az =0

Dari sini diperoleh persamaan Karakteristik untuk
matriks J{ E;) adalah sebagai berikut:
(P+nt+0,1+0.0=0
Dengan
y = —(Ay +Az)
1y = Ayy Azy — Ay Ay — Agadyy — Aga Ay
Oy =Ay Apg Ay — Ay Apg Ay — A Ap A + -'dlj.z-ﬁ‘::.ntg1
Titik setimbang koeksistensi E; stabil jika dan hanya
jika akar-akar dari persamaan karakteristik bernilai
negatif. Berdasarkan  criteria  Routh-Hurwitz[11],
persamaan karakteristik tersebu takan memiliki akar-akar
negatif jika dan hanya jika memenubhi:
a) ,,0;danf; =10
by 0,0, —0,=0
Persamaan f1,. f1;dan{l; mengandung banyak
parameter yang sulit untuk disederhanakan. Oleh
karena itu ,untuk menentukan syarat agar i; = 0
untuk i =1,2 dan 3 rumit ditentukansecara
manual. Dari sini dilakukan simulasi numerik
untuk mnentukansifat kestabilan dari titik
setimbang koeksistensi E; menggunakan bidang
fase software MATLAB.

Simulasi ini dilalukan dengan memberi nilai
parameter dari tiga nilai awal yang berbeda untuk masing-
masing subpopulasi S,I dan P yang dinotasikan dengan
X,.X, dan X;.Hal ini bertujuan untuk mengetahui
kekonvergenan solusi dari masing-masing nilai awal dari
parameter yang digunakan. Berikut ini adalah table untuk
nilai awal pada model eko-epidemiologi dengan waktu
tunda, mangsa panen dan penambahan secara konstan
mangsa rentan.Nilai parameter yang digunakan merujuk
dari jurnal yang ditulis oleh Sahoo (2015) pada Tabel
4.4. Simulasi ini dilakukan untuk t = Osampai t = 150
hari.

TABEL 1
NILAI AWAL SIMULASI KESTABILAN PADA TITIK SETIMBANG E=
Nilai awal S | P Warna
Xo 3.6 2.1 0.8 Biru
X1 3 0.1 0.2 Hijau
Xo 2.6 1.2 0.24 Merah

TABEL 2

NILAI PARAMETER SIMULASI KESTABILAN PADA TITIK SETIMBANG E,

Parameter Keterangan Parameter

A Tingkat perekrutan | 0.4
konstan mangsa rentan

g Koefisien penularan | 1.25
penyakit

£y Tingkat penangkapan | 0.25
mangsa rentan

g Tingkat penangkapan | 0.2
mangsa terinfeksi

dy Kematian rata-rata dari | 3
mangsa rentan

s Kematian rata-rata dari | 3
mangsa terinfeksi

dy Kematian rata-rata dari | 0.2
pemangsa

E Upaya pemanenan 0

g Konversi  koefisiendari | 0.5
mangsa ke predator

gy Koefisien ~ penankapan | 0.08
mangsa rentan

s Koefisien  penangkapan | 0.04
mangsa terinfksi

[3621018] |
[podo2 |
[2612024]

Gambar 1: Titik Tetap Koeksistensi (E3)

SIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan yang
didapat dari model eko-epidemiologi dengan waktu tunda,
mangsa panen dan penambahkan secara konstan mangsa
rentan diperoleh sistem persamaan diferensial non-linier
yang terdiri dari tiga persamaan. Persamaan pertama
merupakan laju pertumbuhan mangsa rentan , persamaan
kedua merupakan laju pertumbuhan persamaan mangsa
terinfeksi dan persamaan ketiga merupakan laju
pertumbuhan pemangsa.

Model memiliki empat titik tetap yaitu

Ey, = (5.1,.F) = (0.0,0).

E, = (S.1,.P,) = (m 0.0)

J‘I.E"E'i—lfidg—dgl;'if

E = (55.1p.B) = (22,0, )
E. = {.S'EJI!JP!:] = EF oy
GaF—dy—E dy—ewy5 A+BSI-5dy-504 E.

{ k) ! g%y ] ! oy :]
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