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Titik Ekuilibrium ABSTRAK

Streptococcus pneumoniae adalah bakteri yang menyerang saluran
pernapasan  manusia.  Bakteri  Streptococcus  pneumoniae
mengakibatkan penyakit pernapasan berupa pneumonia, otitis media,
sinusitis, sepsis, peritonitis, dan abses. Tujuan penelitian ini adalah
untuk membentuk, menganalisis, dan menginterpretasikan model
matematika penyebaran penyakit Infeksi Saluran Pernapasan Akut
(ISPA) berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus
pneumoniae. Dalam pembentukan model matematika populasi
manusia dibagi ke dalam enam kelompok populasi yaitu susceptible,
exposed, infeksi sinusitis, infeksi otitis media, infeksi pneumonia, dan
recovered. Analisis kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium
menghasilkan dua titik yaitu titik bebas penyakit yang akan bersifat
stabil asimtotik jika S < pu(u + € + p). Sedangkan titik endemik
penyakit akan bersifat stabil asimtotik jika 7 — u(u + &+ p > 0.
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1. PENDAHULUAN

Infeksi Saluran Pernapasan Akut (ISPA) merupakan suatu penyakit yang diakibatkan oleh
bakteri, ISPA telah menjadi penyakit umum bagi masyarakat [1]. ISPA biasanya paling banyak
terjadi pada balita dan juga menjadi penyebab kematian utama pada balita [2]. Berdasarkan wilayah
infeksinya, ISPA terbagi menjadi infeksi saluran pernapasan akut bagian atas (ISPA atas) yang
menyerang saluran nafas mulai dari hidung dan infeksi saluran pernapasan akut bagian bawah
(ISPA bawah) yang menyerang saluran pernapasan bagian atas hingga alveoli termasuk sinus,
rongga telinga tengah dan pleura [3].

Faktor utama penyebab ISPA ini dikarenakan adanya berbagai macam mikroorganisme,
namun kasus terbanyak diakibatkan oleh infeksi dari bakteri [4]. Pada tahun 2007, ISPA menjadi
salah satu faktor utama penyebab morbiditas dan mortalitas penyakit menular di dunia. Hampir
empat juta orang dinyatakan meninggal dunia akibat penyakit ISPA, 98%-nya disebabkan oleh
infeksi saluran pernapasan bawah. Kelompok yang berisiko terserang ISPA adalah anak-anak dan
orang lanjut usia [5].

Infeksi Saluran Pernapasan Akut (ISPA) merupakan salah satu penyakit yang paling
memerlukan tindakan yang berkelanjutan dari usaha mewujudkan lingkungan dan kebiasaaan
hidup yang sehat karena penyakit ini dapat muncul bergantung kepada kebiasaan individu dalam
menjaga kesehatan dan lingkungan [6].

Di Indonesia, ISPA masih menjadi masalah kesehatan utama bagi masyarakat. Menurut
Kementrian Kesehatan (Kemenkes) pada tahun 2018, kasus ISPA mencapai 28% dengan 533,187
kasus yang ditemukan pada tahun 2016 dengan 18 provinsi diantaranya mempunyai prevalensi di
atas angka nasional [7]. Streptococcus pneumoniae merupakan suatu bakteri penyebab ISPA yang
umumnya diawali dengan infeksi saluran pernapasan bagian atas yaitu pada bagian hidung dan
tenggorokan. Infeksi ini dapat menjalar ke paru-paru karena sistem imun yang belum terbentuk
dengan sempurna, sehingga tubuh tidak mampu membasmi infeksi awal yang sebenarnya ringan
dan menyebabkan infeksi saluran pernapasan bagian bawah yaitu pneumonia [8]. Pada saat bakteri
Streptococcus pneumoniae menyerang saluran pernapasan bagian atas, akan menyebabkan infeksi
saluran pernapasan bagian atas yaitu sinusitis dan otitis media. Sedangkan saat Streptococcus
pneumoniae menyerang saluran pernapasan bagian bawah akan menyebabkan infeksi saluran
pernapasan bawah yaitu pneumonia [9].

Penyakit ini termasuk jenis penyakit yang sangat berbahaya karena dapat mewabah dengan
cepat melalui udara dan makanan serta melalui pencemaran lingkungan. Maka perlu dilakukan
penelitian dengan menggunakan model matematika [10]. Model matematika untuk penyakit yang
menular telah diakui sebagai metode yang dapat memberi pemahaman mengenai dinamika infeksi
dalam tubuh, dinamika penularan dalam populasi manusia, dan perumusan program pengendalian
penyakit [11].

Pembentukan model matematika penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi
akibat bakteri Streptococcus pneumoniae ini memiliki peranan penting dalam mencegah
penyebaran penyakit agar tidak meluas [12]. Dengan menggunakan berbagai asumsi, permasalahan
yang ada dapat diinformasikan dalam model matematika. Dalam model matematika yang ada,
selanjutnya dapat dianalisis perilaku-perilaku yang ada di dalamnya. Dengan demikian akan
diketahui tingkat penyebaran suatu penyakit menular. Beberapa keuntungan dari pemodelan ini
adalah yang pertama dapat digunakan sebagai sarana simulasi, sehingga dapat memprediksi,
memperkirakan, dan mempelajari berbagai kemungkinan yang dapat terjadi jika skenario
diaplikasikan dalam model [13].

Pada penelitian ini akan dikaji penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat
bakteri Streptococcus pneumoniae yang terdiri atas enam kelas, yaitu: susceptible (S), exposed (E),
infeksi sinusitis (A), infeksi otitis media (B),infeksi pneumonia (P), dan recovered (R).
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2.  METODE
Penelitian ini merupakan jenis penelitian dasar (teoritis). Metode yang digunakan dalam
penelitian ini adalah metode deskriptif yaitu dengan menganalisis teori-teori yang relevan dengan

permasalahan yang akan dibahas serta berlandaskan pada studi kepustakaan [14].

Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan dalam penelitian ini sebagai berikut [15] :

1. Mengidentifikasi masalah untuk penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat
bakteri Streptococcus pneumoniae.

2. Mengumpulkan teori-teori yang sesuai dengan permasalahan penyebaran penyakit ISPA
bedasarkan lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae.

3. Menentukan asumsi, variabel, dan parameter yang bisa membantu dalam membuat dan
menganalisis model matematika penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat
bakteri Streptococcus pneumoniae.

4. Membentuk model matematika penyebaran penyakit ISPA beradasarkan lokasi anatomi akibat
bakteri Streptococcus pneumoniae.

5. Menganalisis kestabilan pada model matematika penyebaran penyakit ISPA beradasarkan
lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae.

6. Menginterpretasi hasil analisis model matematika penyebaran penyakit ISPA beradasarkan
lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae.

7. Membuat kesimpulan.

3. HASIL DAN PAMBAHASAN
3.1. Model Matematika Penyebaran Penyakit ISPA Berdasarkan Lokasi Anatomi Akibat
Bakteri Streptococcus pneumoniae
Variabel yang digunakan pada model matematika penyebaran penyakit ISPA
berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae adalah:
: Kelompok individu yang rentan terhadap penyakit
: Kelompok individu laten
: Kelompok individu terinfeksi sinusitis
: Kelompok individu terinfeksi otitis media
: Kelompok individu terinfeksi pneumonia
: Kelompok individu yang sembuh terhadap penyakit.
arameter yang digunakan adalah:
: Laju kelahiran individu
: Laju kematian individu
: Laju kematian individu akibat penyakit pneumonia
: Laju penularan akibat individu berinteraksi dengan individu yang terinfeksi
: Laju individu laten menjadi individu terinfeksi sinusitis
> Laju individu laten menjadi individu terinfeksi otitis media
: Laju individu terinfeksi sinusitis menjadi individu terinfeksi pneumonia
: Laju individu terinfeksi sinusitis menjadi individu terinfeksi otitis media
: Laju individu terinfeksi otitis media menjadi individu terinfeksi pneumonia
: Laju individu yang sembuh dari penyakit sinusitis
: Laju individu yang sembuh dari penyakit otitis media
: Laju individu yang sembuh dari penyakit pneumonia.
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Selanjutnya adalah menentukan asumsi untuk model penyebaran penyakit ISPA
berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae. Berdasarkan
permasalahan, asumsi yang akan digunakan adalah:

1. Penyakit memiliki masa inkubasi

2. Tingkat kelahiran dan kematian alami diasumsikan sama sehingga total populasi konstan
3. Populasi tertutup
4. Individu baru lahir rentan terhadap penyakit

(Diana Leris)
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5. Adanya kematian alami

6. Tidak ada kematian akibat ISPA bagian atas

7. Individu akan terinfeksi jika berinteraksi dengan individu yang sudah terinfeksi
8. Individu mengalami masa inkubasi

9. Individu yang telah sembuh memiliki kekebalan terhadap penyakit.

Konstruksi model yang menggambarkan penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi
anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae digambarkan sebagai berikut:

\|/ N A
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| | . 5
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—>1 B ¥ 02
uB UP +w

Gambar 1. Diagram Kompartemen Model SEABPR Penyakit ISPA Berdasarkan Loaksi

3.2.

3.2.1.

Anatomi Akibat Bakteri Streptococcus pneumoniae

Beradasarkan diagram alir pada Gambar 1 dapat dibentuk model matematika sebagai

berikut:

as _ _ hcE

g—g—nNE ﬁSN us

£=ﬁ55—(ﬂ+€+p)E

E=3E—(u+6+9+01)A (€8]
dB

E=pE +6A—(u+y+o,)B

Z—i=9A+yB—(y+a3—w)P
% = 014+ 03B + 03P — UR.
Hasil Analisis Model Matematika Penyebaran Penyakit ISPA Beradasarkan Lokasi
Anatomi Akibat Bakteri Streptococcus pneumoniae
Titik Bebas Penyakit dan Titik Endemik Penyakit

Titik bebas penyakit merupakan suatu keadaan dimana tidak terdapat penyakit dalam
suatu popualsi atau tidak ada individu yang terinfeksi penyakit ISPA. Menggunakan asumsi
E=0,A=0,B=0,P=0danR = 0. Berdasarkan analisis dari sistem (1) diperoleh titik
tetap penyakit sebagai berikut:

Zy = (g 0,0,0,0,0).
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Titik endemik penyakit merupakan suatu keadaan dimana terdapat penyakit dalam
populasi atau selalu ada individu yang terinfeksi penyakit ISPA. Berdasarkan analisis dari
sistem (1) diperoleh titik endemik penyakit sebagai berikut:

Z,=(S"E*A*,B*,P*,R")
dengan
ut+e+p
St=
B
. _pr—putetp)
B(u+e+p)
. EBr—utetp))
Bu+e+p)(up+d+6+o)
ge — (Pu+ P8+ p +poy — 8e) (B — u(u + € + p))
w+y+o)But+et+p)u+d+6+o)

_ (0 +y +03) +y(poy + 8¢ + pd + pu + p0))e(Bm — u(p + £ + p))
uUtw+o))puty+o)pput+et+p)(p+d+6+o0y)

R* _ GlA*+UzB*+U3P*
" .

P*

3.2.2. Bilangan Reproduksi Dasar (Rg)
Bilangan reproduksi dasar (R,) merupakan suatu ukuran potensi penyebaran penyakit.
Untuk mencari nilai (R,) dari penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat
bakteri Streptococcus Pneumoniae maka digunakan matrix next generation yang berdasarkan
pada variabel Exposed, Infeksi Sinusitis, Infeksi Otitis Media, dan Infeksi Pneumonia.
Berdasarkan persamaan variabel E, A, B, dan P diperoleh:

% 0 0 0 ute+p 0 0 0
F=lo 0 0 o|v= £ u+6-29+01 0 8
0 00 O £ u+y+o,
0 0 0 0 0 0 y U+ o3
Maka, K = FV 1
f*__ 0 0 0
u(ut+etp)
K= 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Nilai Reproduksi dasar (R,) adalah nilai eigen terbesar dari K dengan menggunakan
_ . . - _ Br _ _ _
rumus (AI — K) = 0, sehingga diperoleh nilai A; = P A, =0,A; =0, dan A, = 0.

Diperoleh nilai Reproduksi Dasar yaitu:
__ bm
 u(ute+p)

Ry

3.2.3. Analisis Kestabilan Titik Tetap
Kestabilan titik tetap diperolen dengan melakukan pelinearan sistem (1), sehingga
diperoleh matriks jacobian untuk kesetimbangan bebas penyakit:

0 0

—Be—pu —ps 0 0
Be  Ps—(u+e+p) 0 0 0 0
| o e —(u+8+0+a) 0 0 0
JSEABPR=| | p 5 ~(u+y+0) 0 o]
0 0 0 Y —(M+0)+0'3) 0
0 0 0 %2 93 H

3.2.3.1. Analisis Kestabilan Titik Bebas Penyakit

(Diana Leris)
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Titik tetap pertama (Z,) menggambarkan keadaan bebas penyakit ISPA berdasarkan
lokasi anatomi aibat bakteri Streptococcus pneumoniae. Untuk mengetahui kestabilan Z,
dengan langkah mencari nilai eigen dari matriks J(Z,) menggunakan rumus |AI — J(Zy)| =

0, diperoleh:
- ﬁT[ -
—u -—— 0 0 0 0
u
pr
0 ——(u+e+p) 0 0 0 0
](Zo) = 0 K
€ —(wu+6+6+0) 0 0 0
0 p ) —(u+y+oy) 0 0
0 0 6 14 -(ut+tw+os) 0
L 0 0 01 0y 03 —ul
Dari matriks jacobian titik tetap Z, diperoleh nilai eigen sebagai berikut
M=A=—u
Ay =—p—o03

As =—p—y—o;

)16 = —u-—- 53 - 69 — 0q

Kemudian akan dianalisis untuk A5

Az = w, maka 1; < 0 akan terpenuhi dengan syarat fm < u(u + € + p).

1%
Dapat dilihat bahwa semua nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik bebas penyakit
bernilai negatif. Dengan demikian dapat dikatakan bahwa titik bebas penyakit stabil
asimtotik.

3.2.3.2. Analisis Kestabilan Titik Endemik Penyakit
Titik tetap kedua (Z,) menggambarkan keendemikan penyakit ISPA berdasarkan lokasi
anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae. Untuk mengetahui kestabilan Z, dengan
langkah mencari nilai eigen dari matriks J(Z,)sebagai berikut:

_ Br—ep—p*-pp

prvsv—— n e—pu—p 0 0 0 0
Br—eu—pu*-up 0 0 0 0 0
H+e+p
1(Z) = 0 € —(u+6+6+a) 0 0 0|
0 p ) —(u+vy+o,) 0 0
0 0 6 y —(ut+tw+o) O
0 0 [ 0, 03 —u

Evaluasi matriks Jacobi memberikan persamaan karakteristik dalam A sebagai berikut:
A+ w)(Bem + BA + Bum + Prp — 2 + eA? — 2ep? — 2eup + A2u+ A2p — ud —
2u%p —up®) (o3 + A+ Wy + oy + A+ W(o, + 5+ A+ u+0) =0.

Persamaan karakteristik tersebut memberikan nilai eigen

AM=—p

Ay =—p—o03

A3=—pu—y—oy

AM=—u—6—60—o;.

Kemudian dua nilai eigen lainnya diperoleh dari persamaan karakteristik berikut:
A(u+e+p) +Anp+ (u+ e+ p)(Br — u’ — pe — pp) = 0.

Dengan menggunakan tabel Routh-Hurwitz untuk n = 2 berikut:
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Tabel 1. Routh-Hurwitz

32 (U + ¢+ p) (U + e+ p)(Br — p® — pe — up)
A B 0
2| (ute+p)(Br— 12 —pe - pp) 0

Diperoleh fr —u(u +e+p > 0.
Karena semua koefisien pertama dari tabel Routh-Hurwitz bertanda sama, maka syarat
perlu untuk dikatakan stabil terpenuhi. Oleh karena itu, semua nilai eigen dari matriks
Jacobian pada titik tetap endemik penyakit bernilai negatif. Hal ini berarti titik tetap
endemik penyakit stabil asimtotik.

3.3. Interpretasi Model
3.3.1. Simulasi Model Matematika Dengan Titik Bebas Penyakit
Dinamika penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri
Streptococcus pneumoniae menggunakan model yang telah dikonstruksi pada sistem (1)
disimulasikan menggunakan nilai-nilai parameter dan nilai awal untuk setiap kompartemen
yang dinyatakan pada Tabel 2 dan Tabel 3.

Tabel 2. Nilai Paremeter untuk Titik Tetap Bebas Penyakit

Parameter Nilai
T 0,0012
u 0,0012
1) 0,00168
B 0,0187
£ 0,0714
p 0,07
0 0,04
1) 0,033
y 0,045
04 0,08
o, 0,07
03 0,06

Tabel 3. Nilai Awal untuk Titik Tetap Bebas Penyakit

Selanjutnya dilakukan simulasi numerik dengan menggunakan Software Maple 17 untuk

Kompartemen Nilai
S 1 0.3 0.5
E 0 0.01 0.03
A 0 | 0.0043 | 0.0024
B 0 | 0.0040 | 0.0020
P 0 | 0.0030 | 0.0030
R 0 | 0.009 | 0.007

melihat trayektori masing-masing kompartemen.

(Diana Leris)
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Gambar 2. Trayektori Di Sekitar Titik Tetap Bebas Penyakit

Berdasarkan gambar 2, kurva merah, kuning dan biru masing-masing menunjukkan
kurva trayektori dengan nilai awal yang berbeda-beda. Dapat dilihat bahwa titik Z, =

(g 0,0,0,0,0) merupakan titik stabil asimtotik karena trayektori (kurva kuning dan biru) dari

masing-masing grafik bergerak mendekati titik bebas dari penyebaran ISPA berdasarkan
lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae. Pada kondisi ini dapat diartikan
bahwa tidak akan terjadi penyebaran ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri
Streptococcus pneumoniae dalam suatu populasi.
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3.3.2. Simulasi Model Matematika Dengan Titik Endemik Penyakit
Dinamika penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri
Streptococcus pneumoniae menggunakan model yang telah dikonstruksi pada sistem (1)
disimulasikan menggunakan nilai-nilai parameter dan nilai awal untuk setiap kompartemen
yang dinyatakan pada Tabel 4 dan Tabel 5.

Tabel 4. Nilai Parameter untuk Titik Tetap Endemik

Parameter Nilai
T 0,0012
0,0012
1) 0,00168
B 0,0187
£ 0,0072
p 0,007
6 0,04
o) 0,033
Y 0,045
o, 0,08
o, 0,07
05 0,06

Tabel 5. Nilai Awal untuk Titik Tetap Endemik

Kompartemen Nilai
S 0,8235294118 0,9 0,88
E 0,01375095493 0,03 0,04
A 0.0006420679345 0,0025 0,0035
B 0.0006460279059 0,0020 0,0035
P 0.0008707692931 0,0020 0,001
R 0.1240279548 0,03 0,033

Selanjutnya dilakukan simulasi numerik dengan menggunakan Software Maple 17 untuk
melihat trayektori masing-masing kompartemen.

0.90+ 0014
D.SS]
0.86

0.84 1 0.05+

082 Ay an

0.80
0.02

0.76 /\

S

0.014

2000 4000 5000 $000 10000 2000 4000 6000 000 10000

Grafik S(t) Grafik E(t)

(Diana Leris)
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Gambar 3. Trayektori Di Sekitar Titik Tetap Endemik

Berdasarkan gambar 3, kurva merah, kuning dan biru masing-masing menunjukkan
kurva trayektori dengan nilai awal yang berbeda-beda. Dapat dilihat bahwa titik Z, =
(s*,e*,a*,b*,p*,r*) merupakan titik stabil asimtotik karena trayektori (kurva kuning dan
biru) dari masing-masing grafik bergerak mendekati titik endemik dari penyebaran ISPA
berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri Streptococcus pneumoniae. Pada kondisi ini dapat
diartikan bahwa terjadi penyebaran penyakit ISPA berdasarkan lokasi anatomi akibat bakteri
Streptococcus pneumoniae dalam suatu populasi tetapi akan menghilang dalam jangka
waktu tertentu.

4. Kesimpulan

Model matematika SEABPR menghasilkan dua titik tetap, yaitu titik bebas penyakit yang
akan bersifat stabil jika St < u(u + € + p). Sedangkan titik endemik penyakit akan bersifat stabil
jika Bt —u(u+ €+ p > 0. Hasil simulasi menunjukkan bahwa penyakit ISPA tidak akan
mewabah dalam populasi saat kondisi Ry < 1. Sedangkan pada kondisi Ry > 1, penyakit ISPA
akan mewabah dalam populasi tetapi semakin lama akan semakin menghilang pada jangka waktu
tertentu.
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