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ABSTRACT

Integer partition is a branch of number theory that is still developing
today. A partition of a positive integer n is a way to express n as a
sum of positive integers without counting the order. Let p{n} denote
the number of partitions of n. We discover arithmetic properties of
by s (m) which is the number of partitions of an integer n where the
parts are not multiple by 4 or 6.

ABSTRAK

Teori partisi merupakan salah satu cabang ilmu di bidang teori
bilangan yang masih berkembang hingga saat ini. Suatu partisi
bilangan bulat positif n merupakan suatu cara untuk menyatakan n
sebagai jumlahan dari bilangan bulat positif tanpa memperhatikan
urutan. Selanjutnya p(n} menyatakan banyaknya partisi dari n.
Selanjutnya didefinisikan by g{m} yaitu banyaknya partisi dari
bilangan bulat n dengan tidak ada penjumlahnya merupakan
kelipatan 4 atau 6.
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1. PENDAHULUAN
Partisi dari bilangan bulat positif n adalah suatu cara untuk menyatakan n sebagai jumlahan
dari bilangan bulat positif tanpa memperhatikan urutan. Sebagai contoh, semua partisi dari 5
adalah
5, 4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1, 2+1+1+1, 1+1+1+1+1+1.
Selanjutnya notasi p({mn) menyatakan banyaknya partisi dari bilangan bulat n. Jadi, diperoleh
p(5) = 7. Fungsi pembangkit p(n) adalah

Y per= (0,9

n=0
dengan (a,q)e =115, (1 —aq")|q|<1.

Berbagai partisi dengan tambahan syarat telah dikembangkan, salah satunya adalah partisi t-
regular sebagai berikut.

Definisi 1.1. (Ramanujan) Diberikan bilangan bulat positif n. Suatu partisi bilangan bulat n
disebut ¢-regular jika tidak ada penjumlah yang habis dibagi oleh .

Sebagai contoh, terdapat 6 partisi pada bilangan bulat 8 dengan penjumlahnya tidak habis dibagi
oleh 2 yaitu,
7+1, 5+3, 5+1+1+1, 3+3+1+1, 3+1+1+1+1+1, 1+1+1+1+1+1+1+1.

Selanjutnya, b.(n) menyatakan banyaknya partisi t-regular. Jadi diperoleh b5(8) = 6. Fungsi
pembangkit dari &.{n) diberikan sebagai berikut

Yn=0 b.(n)q™ = E,
= 1
dengan f: = (g%.q%) =Ty (1—g*)lgl < L.
Beberapa kelompok peneliti telah mengkaji sifat-sifat aritmatika dari b.(n. Sebagai contoh Cui
dan Gu [14] memperoleh beberapa keluarga tak hingga kongruensi untuk b.(n  dengan
t = 2,4,5,813dan 15 Sebagai contoh diberikan teorema berikut.

Teorema 1.2 (Cui dan Gu [14]). Untuk setiap bilangan bulat & = 0 dann = 0,

s 31.5%% —1 .
bo(4.5%+1ny 4 T} = 0(mod?2)
o 79.5%% — 1 :
bo(4.5%+1ny 4 T} = 0(mod?2)
_ o n g3, 5‘2:r+1 -1 _
bo(4.57% In + T} = 0(mod 2)
 man 107.5%+1 —1 .
bo(4.5%¢+2n + f} =0 (mod2)

Begitu juga, oleh Abinash, K. dkk. [1] memperoleh beberapa keluarga tak hingga kongruensi
untuk b.(n) dengan ¢t = 13, 17 dan 23. Sebagai contoh diberikan teorema berikut.
Teorema 1.2 (Abinash, K. dkk. [1]). Untuk setiap bilangan bulat k¥ = 0 dann = 0,
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an __
by3(7%n + 5 ) = 2¥by3(n) (mod 2),
| 2(5% —1 .
by7(5%n + 2710 3 }} = 2¥by-(n) (mod 2)

Selanjutnya akan dilihat sifat aritmatika terkait b, ,,(n), yaitu banyaknya partisi dari bilangan

bulat positif n dengan tidak ada penjumlah yang habis dibagi oleh ¢ atau m. Sebagai contoh,
terdapat partisi pada bilangan bulat 10 dimana penjumlahnya tidak habis dibagi 4 atau 6 yaitu,

10, 5+1+1+1+1+1, 2+1+1+1+1+1+1+1+1,
9+1, 3+3+3+1, 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1,
7+3, 3+3+2+2, 24242+ 1+1+1+1,
T+2+1, 3+2+2+1+1, 2+2+1+1+1+1+1,
T+1+1+1, 3+2+1+1+1+1+1, 2+2+2+2+2,

5+5, 3+1+1+1+1+1+1+1, 5+2+1+1+1,

5+3+2, 3+3+2+1+1, 2+2+2+1+1.

5+3+1+1, 3+3+1+1+1+1,

5+2+2+1, 3+2+2+2+1,

Jadi, by (10) = 25. Diberikan tabel nilai byg(n) untuk n = 0,2,...,15 sebagai berikut

Tabel 1. Nilai antara i dan by g (mn)

n byg(n)
0 1
1 1
2 2
3 3
4 4
5 6
6 8
7 11
8 14
9 19
10 25
11 32
12 41
13 52
14 66
15 83

Pada paper ini, akan dibahas mengenai residu by (n) terhadap modulo 2 dan 3.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian pada paper ini merupakan penelitian yang bersifat teoritis. Metode yang
digunakan pada penelitian ini adalah metode deskriptif, yaitu dengan menganalisa teori-teori
yang relevan dengan permasalahan yang akan dibahas, serta berdasarkan pada studi kepustakaan.
Langkah-langkah pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

(Fadhlan Zhaahiran)
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a. Mempelajari teori dasar mengenai partisi bilangan bulat,
b. Mempelajari teori dasar mengenai teori bilangan, mencakup sifat-sifat dasar kongruensi,
c. Mengamati nilai by (n) untuk suatu bilangan bulat positif .

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Pertama-tama diberikan definisi dari fungsi theta ramanujan sebagai berikut.

Definisi 3.1. (Fungsi theta Ramanujan). Didefinisikan fungsi theta f(a, b) sebagai berikut

[=2a ]

) nintl) nin-1})
fla,b) = Z a 2z b z , |abl <1

n=—oo

Berikutnya, diberikan tiga buah kasus khusus fungsi theta Ramanujan

= . (¢%,q%);
olq) = flg,q) = gt =——
n:Z_m (q.9). g% q%)5%
- nintr) (g2,q%);
. — 3% — C — el
vig) = flg.q }_n:Z_m =L

mEn—1)

(@@ = TF=_e (—D7"q =z .

Bukti : Dapat dilihat pada [4].

Selanjutnya, akan diberikan fungsi pembangkit pada b, ¢ (1) sebagai berikut.

Teorema 3.2. Untuk setiap bilangan kompleks g dengan |g| < 1. Fungsi pembangkit dari by g(n.
adalah sebagai berikut.

. (g%.q*)..(g%q%)..
b { n= .' r -.-"l FE] Il “-': l.
Z 6(n)a (9, 9)(q2,q").. al

n=0
Bukti.

Diketahui bahwa byg(n) yaitu banyaknya partisi bilangan bulat positif n dimana tidak ada
penjumlah yang habis dibagi oleh 4 atau 6 . Sehingga, diperoleh

Z b%{ﬁu}q "

n=0

1
I [ O [ B [ R ) T R TG R TG R T R T R TG R TG R T Py

. (1- :]4:“: 1-g B:“: 1—:]"::“: 1—:3;5:“: 1—:35':':“: 1- q“jl[ 1-g :B:“: 1-g a::“: 1-g asj (1- I!T4D:| (1- q‘“:l[ 1— rj‘“B)
B (1-q)(1—g=(1-g®}(1-g¥) (1-g®} (1-g8) (1-g"} (1-gB}(1-g*) (1-g 0} (1-g t)(1-g*?) .....
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(1- qu i 1_q;::||: 1—:_'|"‘B:||: 1—:3“][ 1—:33':':“: 1- qas-:“: 1- q4::||: 1— q4B:||: 1-g 54) i 1—:15':'] i l—rj'E'E':“: 1—EIT=:| IIIIIIII
(1-q*8) (1- ) (1—g#8) (1— 08 ) (1 g0 [ 1 q75) [ 1-q®*) (1— %) (1—q 298} (1—g220) (1—q 12) (1—q2%4) ...

|: l_qd‘k:“ l_qﬁ;{j _ |: q4aq4:|x_|: fIEI_-fIE:I -
(1-g¥)(1-q%%%] " (q.adwle®q®)w

=Ilk=,

Berikutnya, akan diberikan beberapa teorema mengenai residu yang berlaku pada b g(n)
dalam modulo 2 dan 3 sebagai berikut.

Teorema 3.3. Untuk setiap bilangan kompleks g dengan sifat |g| < 1 serta untuk setiap bilangan
bulat positif n, berlaku

Z baglnlg™ EJ% {mod 2),
&

n=0

Z bye(3n)g™ E}i (mod 2),

n=0

Z bag(3n+1)g" == (mod 2),

n=0

Z bae(3n+2)g™ =0 (mod 2).

n=0

Bukti.
Dengan menggunakan ekspansi binomial, dapat dibuktikan bahwa
f% = fo (mod 2).

Berdasarkan Teorema 3.2. dan Persamaan diperoleh

. (g% 99.(g%0%).. f°
byc(n)g™ =~ —————— == {mod 2).
; S L .. fe

Baruah dan Ojah [3] telah dibuktikan bahwa
- 2.3
fé_f12ﬁ3+fﬁf'3f36+qufﬁflafzﬁl

fi Fifie fifie fs

Sehingga, diperoleh

;—"’E ;+ qu (mod 2).
1
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Dengan demikian, diperoleh

4 3.3 2 3
Z bag(n)q™ = fifse  felis + fo 15 fse Jehefie _ 3, f (mod 2).

= = = =+ 2 = —
fifie e fiafsfiz e fiafs f6+qfs

n=0

Lebih lanjut, dengan menyamakan koefisien suku-suku yang melibatkan 3", g3"**,q3"*2 pada
kedua ruas dan mensubstitusi g dengan g dan berdasarkan Teorema 3.2. secara berturut-turut

diperoleh
Z bye(3n)q™ =

n=0

g P

(mod 2).

D b+ 5
ssl3n+1)q" = f_ (mod 2).

-

n=0

Yoso Dag(Bn+2)g"=0 (mod 2).

Akibat 3.4. Untuk setiap bilangan bulat positif n, byg(3n + 2) merupakan bilangan genap.

Bukti. Berdasarkan Teorema 3.3. pada Poin 4, diketahui bahwa

Z bys(3n+2)g" =0 (mod 2).

n=0

Sehingga, untuk setiap bilangan kompleks g dengan sifat |g| << 1, diperoleh
bse(n) = 0 (mod2). Dengan demikian diperoleh byg(n)= 2k untuk suatu bilangan bulat
positif k.

Teorema 3.5. Untuk setiap bilangan bulat positif n, berlaku
b(3n — k) = 1( mod 2)

4k+1 adalah bilangan kuadrat sempurna

jika dan hanya jika 24n + 1 adalah bilangan kuadrat sempurna.

Bukti. Diketahui bahwa
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=+ 2g

E : fufe  fehs | Fifsfse
b n = = -
+6(n)a fifiz fifie fefifis

,.fe.:ﬂafae. _ 13 ﬁ;ﬂ .
fl:faa fe 1 fe (mod 2)

n=0

Selanjutnya, diperhatikan bahwa

== ==

Z bq,E.{:Tl}t]‘” qagias—ﬂ = Z b4,5{:1r1}q” {:_l}gqﬂgl:ag—l::l
nzl F=—00 n=d s=—n0

= fo + qf (mod 2).

Mudah ditunjukan bahwa

(=)

Z byglnlg™ q3s3s-1) = Z Z bsyg(n— 952+ 3s)q™.

n=0 F=—m n=0 F=—oa

Jadi, diperoleh

Z Z bysn—9s2 +3s)g" = f+ qf._f (mod 2).

n=0 F=—oa

Lebih lanjut, menyamakan koefisien dari suku berupa g dan mengubah g* dengan g, diperoleh

Z Z bye(3n —95% + 3s5)g™ = f (mod 2).

n=0 F=—oa

Diketahui bahwa

N Tl O amel
fi= (—1)mqg™ 2z = g™z (mod 2).
m=—oa m=—uoa
Jadi, diperoleh
- = Im-—1
Z Z bye(3n —9s% + 3s)g™ = Z g™ 2z (mod 2).
n=0 s=—oo m=—oa
Lebih lanjut, diperhatikan bahwa
Z bayg(3n —9s% +3s) = 1 (mod 2),
F=—om
jika dan hanya jika n = Lﬂ_” Mudah ditunjukan bahwa 4k + 1 adalah bilangan kuadrat

sempurna jika dan hanya jika k =952 — 35 untuk setiap bilangan bulat s. Jadi, diperoleh

b(3n — k) = 1({ mod 2)

4k+1 adalah bilangan kuadrat sempurna

(Fadhlan Zhaahiran)
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Mudah ditunjukan pula bahwa 24n + 1 merupakan bilangan kuadrat sempurna jika dan hanya
jikan = m Dengan demikian diperoleh

b(3n — k) = 1( mod 2)

dk+1l adalah bilangan kuadrat sempurna

jika dan hanya jika 24n + 1 merupakan bilangan kuadrat.

Teorema 3.6. Untuk setiap bilangan kompleks g dengan sifat |g| < 1 berlaku

Z bye(n)q™ = @{?Sﬁ (mod 3)

P

n=0

Bukti. Mudah ditunjukan bahwa
(q.9)% = (g%,q%).. (mod 3).
Dengan demikian, diperoleh bahwa

r r r g ; PRS-
E b {.leq” _ |_ q4’q4jx-l'qﬁ’qux- _ I q4’q4:|x-l'q5’qux. _ I_q"_,q"jx_ _
,FEE}? e (aqlwla®a e (galele®a®ila®ae e (addwlota¥l
elalfy -
—— (maod 3).
2z v

4. Kesimpulan
Dari hasil dan pembahasan pada penelitian ini didapat kesimpulan bahwa residu dari deret

pangkat formal byg(n) terhadap modulo 2 yaitu A Di sisi lain, didapat bahwa untuk setiap

fs
bilangan bulat positif n, byg(3n + 2) merupakan bilangan genap. Adapun residu dari deret

pangkat formal b, (1) terhadap modulo 3 yaitu %-ﬂ
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