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 A partition of a positive integer 𝑛 is a non-increasing sequence of 

finite positive integers such that the sum is equal to 𝑛. One thing that 

is studied by some researchers in integer partition is binary partition. 

A binary partition of a positive integer 𝑛 is a non-increasing sequence 

of finite positive integers that are powers of 2 and sum to 𝑛 . The 

number of binary partitions of 𝑛 is denoted by 𝑏(𝑛) and is called the 

binary partition function. In this study, we provides a combinatorial 

interpretation of a congruence of binary partition functions modulo 2. 

The interpretation involves dividing all binary partitions of 𝑛 into two 

sets with the same cardinality using a bijective function that maps 

binary partitions satisfying certain conditions to binary partitions 

satisfying other conditions. 

ABSTRAK 

Partisi bilangan bulat positif 𝑛 adalah barisan tak naik atas bilangan 

bulat positif berhingga sehingga jumlahnya adalah 𝑛. Salah satu hal 

yang dikaji oleh beberapa peneliti dalam partisi bilangan bulat adalah 

partisi biner. Partisi biner dari bilangan bulat positif 𝑛 adalah barisan 

tak naik atas bilangan bulat positif berhingga yang merupakan pangkat 

dari 2  dan jumlahnya adalah 𝑛 . Banyaknya partisi biner dari 𝑛 

dinotasikan dengan 𝑏(𝑛)  dan disebut fungsi partisi biner. Pada 

penelitian ini, diberikan interpretasi kombinatorial kongruensi fungsi 

partisi biner modulo 2. Interpretasi diberikan dengan cara membagi 

semua partisi biner dari 𝑛 ke dalam dua himpunan dengan kardinalitas 

yang sama melalui konstruksi fungsi bijektif yang memetakan partisi 

biner dengan syarat tertentu ke partisi biner dengan syarat tertentu 

lainnya. 
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1. PENDAHULUAN 

Partisi bilangan bulat 𝑛 adalah barisan bilangan bulat positif berhingga 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, … , 𝑘𝑚 dengan 

sifat  

𝑘1 ≥ 𝑘2 ≥ 𝑘3 ≥ ⋯ ≥ 𝑘𝑚 

dan 

𝑛 =∑𝑘𝑖

𝑚

𝑖=1

; 
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dengan 𝑘𝑖 disebut penjumlah pada partisi dari 𝑛. Dinotasikan 𝑝(𝑛) sebagai banyaknya partisi dari 𝑛 

dan ditetapkan 𝑝(0) = 1. Fungsi pembangkit partisi bilangan bulat diberikan sebagai berikut [1]: 

𝑃(𝑞) ≔ ∑𝑝(𝑛)

∞

𝑛=0

𝑞𝑛 =∏
1

1 − 𝑞𝑛

∞

𝑛=1

, |𝑞| < 1. 

Selanjutnya, banyaknya partisi biner dari 𝑛, yaitu, banyaknya cara merepresentasikan bilangan 

bulat positif 𝑛 sebagai 

𝑛 = 2𝑎1 + 2𝑎2 + 2𝑎3 +⋯+ 2𝑎𝑘 , 
untuk suatu bilangan bulat tak negatif 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑘 dengan sifat 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ 𝑎3 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑘, 

dinotasikan dengan 𝑏(𝑛) dan disebut fungsi partisi biner. 

Ditetapkan 𝑏(0) = 1. Sebagai contoh, dapat dicek bahwa 𝑏(4) = 4, yaitu 

4  = 22, 

2 + 2  = 21 + 21, 

2 + 1 + 1  = 21 + 20 + 20, 

1 + 1 + 1 + 1  = 20 + 20 + 20 + 20. 

 

Untuk setiap bilangan kompleks 𝑞 dengan |𝑞| < 1, fungsi pembangkit untuk 𝑏(𝑛) diberikan sebagai 

berikut [2]: 

𝐵(𝑞) ≔ ∑𝑏(𝑛)

∞

𝑛=0

𝑞𝑛 =∏
1

1 − 𝑞2
𝑛

∞

𝑛=0

. 

 

Selain itu, Churchhouse [2] telah membahas kongruensi modulo 2,4, dan 8 dari 𝑏(𝑛)  beserta 

buktinya. Pada penelitian selanjutnya, [3]-[15] telah melengkapi penelitian Churchhouse, yaitu 

dengan mendaftar semua kongruensi yang mungkin dari 𝑏(𝑛) dalam modulo 8, 16, dan 32. 

Sebelumnya, Churchhouse [2] telah membuktikan kongruensi 𝑏(𝑛) modulo 2 menggunakan 

induksi matematika. Pada penelitian ini, diberikan bukti alternatif terkait kongruensi 𝑏(𝑛) modulo 2 

melalui interpretasi kombinatorial menggunakan konstruksi fungsi bijektif yang memetakan partisi 

biner dengan syarat tertentu ke partisi biner dengan syarat tertentu lainnya. Akibat dari fungsi bijektif 

ini adalah kardinalitas dari kedua himpunan partisi biner tersebut sama, sehingga dapat disimpulkan 

bahwa 𝑏(𝑛) selalu bernilai genap untuk setiap bilangan bulat positif 𝑛 dengan 𝑛 ≥ 2. 

 

 

 

2. METODE 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur buku ataupun penelitian 

sebelumnya tentang partisi bilangan bulat dan partisi biner. Referensi utama yang digunakan yaitu 

paper yang disusun oleh Churchhouse [2] dengan judul “Congruences properties of the binary 

partition function”. Dari paper tersebut, penulis memberikan alternatif bukti berupa interpretasi 

kombinatorial terkait kongruensi fungsi partisi biner dalam modulo 2. 

Langkah pertama yang dilakukan adalah mempelajari konsep dasar yang diperlukan, salah 

satunya konsep dasar partisi bilangan bulat dan partisi biner. Dalam mempelajari partisi bilangan 

bulat, dipelajari fungsi pembangkit dan pembuktian bijektif fungsi partisi. Langkah berikutnya 

adalah mempelajari partisi biner, dipelajari fungsi pembangkit dan relasi rekurensi fungsi partisi 

biner. Selain itu, juga dipelajari kongruensi fungsi partisi biner. Terakhir, dipelajari konsep 

interpretasi kombinatorial sebelum mempelajari interpretasi kombinatorial fungsi partisi biner. 
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3. HASIL DAN PAMBAHASAN 
3.1. Interpretasi Kombinatorial Kongruensi Fungsi Partisi Biner Modulo 2 

Pada subbab ini akan dibahas interpretasi kombinatorial kongruensi fungsi partisi biner modulo 

2, yaitu 

𝑏(𝑛) ≡ 0 (mod 2), ∀𝑛 ≥ 2. 
Sebelumnya, untuk setiap bilangan bulat 𝑛  dengan 𝑛 ≥ 2 , didefinisikan himpunan 𝐴𝑛  dan 𝐵𝑛 

sebagai berikut: 

𝐴𝑛 = {𝑥: 𝑥 partisi biner dari 𝑛 dengan penjumlah sebanyak genap} 

dan 

𝐵𝑛 = {𝑥: 𝑥 partisi biner dari 𝑛 dengan penjumlah sebanyak ganjil}. 

Sebagai contoh, mudah dicek bahwa  

𝐴4 = {2
1 + 21, 20 + 20 + 20 + 20} 

dan 

𝐵4 = {2
2, 21 + 20 + 20}. 

Selanjutnya, dibentuk pengaitan 𝑓: 𝐴𝑛 → 𝐵𝑛, 𝑥 ↦ 𝑥′, dengan 

𝑥 = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

 

dan 

𝑥′ = {

2𝑥1−1 + 2𝑥1−1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                        
2𝑠+1

, 𝑥1 ≠ 𝑥2;

2𝑥1+1 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟              
2𝑠−1

, 𝑥1 = 𝑥2,
 

untuk suatu bilangan bulat tak negatif 𝑠 , dimana 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑘  merupakan bilangan bulat tak 

negatif dengan 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ 𝑥3 ≥ ⋯ ≥ 𝑥𝑘.  

Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi bijektif. 

1. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi. 

  Bukti. Diperhatikan bahwa Dom(𝑓) = 𝐴𝑛. Selanjutnya, diambil sebarang 

𝑥 = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

, 𝑦 = 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

∈ 𝐴𝑛, 

  untuk suatu bilangan bulat tak negatif 𝑠  dan 𝑡 , dengan 𝑥 = 𝑦 . Akan dibuktikan bahwa 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). Ditinjau 2 kasus yang mungkin sebagai berikut. 

a. Akan ditinjau kasus 𝑥1 ≠ 𝑥2. Diperhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) = 2𝑥1−1 + 2𝑥1−1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                        
2𝑠+1

= 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

= {

2𝑦1−1 + 2𝑦1−1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                        
2𝑡+1

, 𝑦1 ≠ 𝑦2;

2𝑦1+1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟              
2𝑡−1

,       𝑦1 = 𝑦2

= 𝑓(𝑦).
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b. Akan ditinjau kasus 𝑥1 = 𝑥2. Diperhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) = 2𝑥1+1 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟              
2𝑠−1

= 2𝑥1 + 2𝑥1 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

= {

2𝑦1−1 + 2𝑦1−1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                        
2𝑡+1

, 𝑦1 ≠ 𝑦2;

2𝑦1+1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟              
2𝑡−1

,       𝑦1 = 𝑦2

= 𝑓(𝑦).

 

  Karena pengambilan 𝑥  dan 𝑦  sebarang, berdasarkan Poin 1.a dan 1.b di atas, diperoleh 

bahwa 𝑓 bersifat well-defined. 

  Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa 𝑓 merupakan fungsi. ∎ 

2. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif. 

  Bukti. Diambil sebarang 

𝑥 = 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

, 𝑦 = 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

∈ 𝐴𝑛, 

  untuk suatu bilangan bulat tak negatif 𝑠 dan 𝑡, dengan 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). 

  Akan dibuktikan bahwa 𝑥 = 𝑦. Ditinjau 4 kasus yang mungkin sebagai berikut. 

a. Akan ditinjau kasus 𝑥1 ≠ 𝑥2 dan 𝑦1 ≠ 𝑦2. Diperhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 2𝑥1−1 + 2𝑥1−1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                        
2𝑠+1

   = 2𝑦1−1 + 2𝑦1−1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                        
2𝑡+1

⟹ 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

⟹ 𝑥 = 𝑦.

 

b. Akan ditinjau kasus 𝑥1 ≠ 𝑥2 dan 𝑦1 = 𝑦2. Diperhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 2𝑥1−1 + 2𝑥1−1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                        
2𝑠+1

   = 2𝑦1+1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟              
2𝑡−1

⟹ 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

⟹ 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

⟹ 𝑥 = 𝑦.
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c. Akan ditinjau kasus 𝑥1 = 𝑥2 dan 𝑦1 ≠ 𝑦2. Diperhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 2𝑥1+1 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟              
2𝑠−1

= 2𝑦1−1 + 2𝑦1−1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                        
2𝑡+1

⟹ 2𝑥1 + 2𝑥1 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

⟹ 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

⟹ 𝑥 = 𝑦.

 

d. Akan ditinjau kasus 𝑥1 = 𝑥2 dan 𝑦1 = 𝑦2. Diperhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 2𝑥1+1 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟              
2𝑠−1

= 2𝑦1+1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟              
2𝑡−1

⟹ 2𝑥1 + 2𝑥1 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

⟹ 2𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 +⋯+ 2𝑥𝑘⏟                  
2𝑠

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡

⟹ 𝑥 = 𝑦.

 

  Berdasarkan Poin 2.a, 2.b, 2.c, dan 2.d di atas, diperoleh 𝑥 = 𝑦. Karena pengambilan 𝑥 dan 

𝑦 sebarang, disimpulkan bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif. ∎ 

3. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi surjektif. 

  Bukti. Diambil sebarang 

𝑦 = 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡+1

∈ 𝐵𝑛, 

  untuk suatu bilangan bulat tak negatif 𝑡, dimana 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑘 merupakan bilangan bulat tak 

negatif dengan 𝑦1 ≥ 𝑦2 ≥ 𝑦3 ≥ ⋯ ≥ 𝑦𝑘. Akan ditunjukkan bahwa terdapat 𝑥 ∈ 𝐴𝑛 sedemikian 

sehingga 𝑓(𝑥) = 𝑦. Ditinjau 2 kasus yang mungkin sebagai berikut. 

a. Akan ditinjau kasus 𝑦1 ≠ 𝑦2. Dipilih 

𝑥 = 2𝑦1−1 + 2𝑦1−1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                        
2(𝑡+1)

∈ 𝐴𝑛. 

  Diperoleh 

𝑓(𝑥) = 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡+1

= 𝑦.
 

b. Akan ditinjau kasus 𝑦1 = 𝑦2. Dipilih 

𝑥 = 2𝑦1+1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟              
2𝑡

∈ 𝐴𝑛. 

  Diperoleh 

𝑓(𝑥) = 2𝑦1 + 2𝑦1 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡+1

= 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑦3 +⋯+ 2𝑦𝑘⏟                  
2𝑡+1

= 𝑦.

 

  Berdasarkan Poin 3.a dan 3.b di atas, diperoleh 𝑓(𝑥) = 𝑦. Karena pengambilan 𝑦 sebarang, 

dapat disimpulkan bahwa 𝑓 merupakan fungsi surjektif. ∎ 
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Dengan demikian, berdasarkan Poin 1, 2, dan 3 di atas, dapat disimpulkan bahwa 𝑓 merupakan 

fungsi bijektif. ∎ 

Akibatnya, diperoleh |𝐴𝑛| = |𝐵𝑛|, sehingga 

𝑏(𝑛) = |𝐴𝑛| + |𝐵𝑛| = 2|𝐴𝑛| ≡ 0 (mod 2). 

Jadi, terbukti bahwa 𝑏(𝑛) ≡ 0 (mod 2) untuk setiap 𝑛 ≥ 2.∎ 

 

3.2. Ilustrasi Bukti Kombinatorial 

Pada subbab ini diberikan ilustrasi bukti kombinatorial pada Subbab 3.1 di atas. Diperhatikan 

contoh berikut. Diberikan 𝑛 = 8. Semua partisi biner dari 8 diberikan pada tabel berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabel 1. Semua Partisi Biner dari 𝟖 

Berdasarkan definisi, 𝐴8  dan 𝐵8 , berturut-turut, merupakan himpunan semua partisi biner dari 8 

dengan penjumlah sebanyak genap dan himpunan semua partisi biner dari 8 dengan penjumlah 

sebanyak ganjil. Sebagai contoh, 𝜆6 ∈ 𝐴8 sebab banyaknya penjumlah pada partisi 𝜆6 ada sebanyak 

4 (genap). Akibatnya, diperoleh 

𝐴8 = {𝜆2, 𝜆4, 𝜆6, 𝜆8, 𝜆10}         dan        𝐵8 = {𝜆1, 𝜆3, 𝜆5, 𝜆7, 𝜆9}. 

Lebih lanjut, 𝑓: 𝐴8 → 𝐵8 dengan 

𝜆2 ↦ 𝜆1; 

𝜆4 ↦ 𝜆7; 

𝜆6 ↦ 𝜆3; 

𝜆8 ↦ 𝜆5; 

𝜆10 ↦ 𝜆9; 

Dengan demikian, |𝐴8| = 5 = |𝐵8| sehingga 𝑏(8) = |𝐴8| + |𝐵8| = 5 + 5 = 10 ≡ 0 (mod 2). 

 Simbola   Partisi biner dari 8 

𝜆1  23, 

𝜆2  22 + 22, 

𝜆3  22 + 21 + 21, 

𝜆4  22 + 21 + 20 + 20, 

𝜆5  22 + 20 + 20 + 20 + 20, 

𝜆6  21 + 21 + 21 + 21, 

𝜆7  21 + 21 + 21 + 20 + 20, 

𝜆8  21 + 21 + 20 + 20 + 20 + 20, 

𝜆9  21 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20, 

𝜆10  20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20. 
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4. KESIMPULAN 

Dalam membuktikan kongruensi 𝑏(𝑛) ≡ 0 (mod 2)  untuk setiap 𝑛 ≥ 2  menggunakan 

interpretasi kombinatorial, ide yang digunakan adalah mengelompokkan semua partisi biner dari 𝑛 

ke dalam dua himpunan dengan kardinalitas yang sama besar. Dalam pembahasan, dinotasikan dua 

himpunan ini dengan 𝐴𝑛 dan 𝐵𝑛, yaitu, berturut-turut, himpunan semua partisi biner dari 𝑛 dengan 

penjumlah sebanyak genap dan himpunan semua partisi biner dari 𝑛 dengan penjumlah sebanyak 

ganjil. Hal ini dapat dilakukan dengan mengonstruksi fungsi bijektif 𝑓: 𝐴𝑛 → 𝐵𝑛 . Setelah fungsi 

bijektif 𝑓 terbentuk, menggunakan fakta bahwa  

𝑏(𝑛) = |𝐴𝑛| + |𝐵𝑛|, 
diperoleh kesimpulan bahwa 𝑏(𝑛) merupakan bilangan genap untuk setiap 𝑛 ≥ 2. 

Untuk penelitian selanjutnya, dapat diselidiki interpretasi kombinatorial dari kedua kongruensi 

berikut berlaku: 

𝑏(𝑛) ≡ 0 (mod 4) ⇔ 𝑛 ∨ 𝑛 − 1 = 4𝑚(2𝑘 + 1),𝑚 ≥ 1; 
𝑏(𝑛) ≢ 0(mod 8), ∀𝑛 ≥ 1. 
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