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Mathematical model descriptive methods. From the results of the study it was found that

Citrus vein enation virus the mathematical model of the spread of the Citrus vein enation

Toxoptera citricidus virus was in the form of a system of differential equations and the

interpretation of the model obtained 2 equilibrium points including

. the equilibrium point £, which is asymptotically stable because it

Kata Kunci: obtained R, < 1 which is 0.1502685768 which means the virus can

Model Matematika disappear within a certain time and the equilibrium point £, which

Citrus vein enation virus is asymptotically stable because it gets R,>1 which means
Toxoptera citricidus 1.502685768 which means the virus will spread in time long.

ABSTRAK

Citrus vein enation virus merupakan virus yang menyerang tanaman
jeruk nipis. Virus ini dapat menyebabkan adanya pembengkakan
vena tulang daun seperti gumpalan yang tersebar tidak teratur pada
bagian bawah permukaan daun sehingga hasil panen menurun dan
tanaman berumur pendek. Virus ini disebarkan oleh vektor serangga
kutu daun. Penelitian ini dilakukan dengan tujuan untuk mengetahui
bentuk model matematika penyebaran Citrus vein enation virus dan
menginterpretasikan hasil penelitian dari model matematika
tersebut. Penelitian ini menggunakan jenis penelitian dasar dan
metode deskriptif. Dari hasil penelitian diperoleh bahwa model
matematika penyebaran Citrus vein enation virus berbentuk sistem
persamaan diferensial dan interpretasi dari model didapatkan 2 titik
ekuilibrium diantaranya titik ekuilibrium E, yang sifatnya stabil
asimtotik karena didapatkan R, <1 yaitu 0.1502685768 yang
artinya virus dapat menghilang dalam waktu tertentu dan titik
ekuilibrium E, vyang sifatnya stabil asimtotik karena
didapatkan R,>1 yaitu 1.502685768 yang artinya virus akan
mengalami penyebaran dalam waktu lama.
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1. PENDAHULUAN

Negara Indonesia adalah salah satu negara dengan sumber daya alam yang sangat melimpah.
Di Indonesia banyak sekali jenis tanaman yang bisa tumbuh dengan subur. Pada umumnya tanaman
tersebut dimanfaatkan untuk obat herbal oleh orang terdahulu. Tanaman herbal yang sering
dimanfaatkan masyarakat untuk pengobatan tradisional salah satunya adalah jeruk nipis (Citrus
aurantifolia) [1]. Jeruk nipis merupakan tanaman dari Asia yang berkembang di lingkungan tropis
dengan genus Citrus dan berasal dari famili Rutaceae. Tanaman ini bisa hidup pada kemiringan
30° dan memiliki kandungan garam 10% [2]. Flavonoid, saponin, dan minyak atsiri juga terdapat
dalam jeruk nipis [3]. Jeruk nipis juga mempunyai karakteristik kimiawi yaitu kandungan gula
tinggi serta kandungan asam yang kuat [4].

Jeruk nipis sampai saat ini masih merupakan komoditas buah yang menguntungkan untuk
diusahakan. Hal ini dikarenakan kebutuhan jeruk nipis begitu besar, namun ketersediaan jeruk nipis
belum begitu banyak. Ada kalanya produktivitas jeruk nipis di Indonesia mengalami penurunan
yang cukup drastis. Wabah penyakit puru berkayu adalah permasalahan utama penyebab turunnya
hasil produksi jeruk nipis di Indonesia. Di Indonesia penyakit puru berkayu ini telah didapati di
daerah Jawa Barat dan Tengah. Sementara di luar negeri sudah ditemukan di Peru, Fiji, India,
Australia, Afrika Selatan, dan Amerika Serikat. Virus penyebab penyakit puru berkayu ini antara
lain yaitu CVEV (Citrus vein enation virus) yang dapat mengakibatkan umur tumbuhan menjadi
singkat dan menyebabkan produksi tanaman menjadi menurun. CVEV awalnya ditemukan di
California, gejalanya mengakibatkan pembengkakan tulang daun, yang tampak seperti gumpalan
yang tersebar tidak menentu di bagian bawah daun. Gejala-gejala ini awal mulanya berukuran kecil
seperti struktur yang menonjol kira-kira 1 mm di permukaan daun. Jika diraba, pembengkakannya
dapat terlihat dengan jelas dan awalnya muncul pada daun muda dan pada umumnya terjadi antara
2-3 bulan setelah virus ditularkan [5]. CVEV bersifat endemik di perkebunan jeruk. Pada suhu
tinggi penyakit yang muncul akibat CVEV dapat ditekan dengan baik [6].

Serangga vektor dapat menyebabkan penularan virus dari tanaman ke tanaman [7]. Apabila
tanaman jeruk nipis yang sehat diserbu oleh vektor serangga yang sebelumnya telah berinteraksi
dengan tanaman jeruk nipis yang terinfeksi, maka tanaman jeruk yang sehat dapat terjangkit
CVEV. Kutu daun (Toxoptera citricida) merupakan salah satu serangga yang menyebarkan CVEV
[8]. Serangga ini berukuran kecil dan pemakan getah tanaman [9]. Lebih dari 150 strain virus yang
berbeda dapat ditularkan oleh kutu daun sehingga menjadikannya sebagai vektor yang efisien
dalam menyebarkan virus tanaman [10]. Ada lebih dari 4000 spesies kutu daun di dunia, dan 300 di
antaranya berpotensi menularkan 300 jenis virus tanaman yang berbeda [11]. Kutu daun dapat
mengakibatkan kerugian ekonomi yang signifikan selain berperan sebagai vektor virus [12]. Kutu
daun merusak tanaman dengan menusuk daun dengan stiletnya, yang menghambat atau
menghentikan pertumbuhan tanaman [13]. Kutu daun memakan cairan tanaman dan
mengeluarkannya dalam bentuk cairan gula yang dikenal dengan nama embun madu yang mana
embun madu ini dapat merangsang pertumbuhan cendawan jelaga [14]. Menurut Miles (1987),
kerugian akibat kutu daun sebagai hama bervariasi dari 6-25%, dan sebagai vektor dapat mencapai
80% [15].

Berdasarkan masalah tersebut, penelitian ini akan dilakukan dengan tujuan diantaranya untuk
mengetahui bentuk model matematika penyebaran CVEV dan menginterpretasikan hasil penelitian
dari model matematika tersebut guna untuk menggambarkan kondisi yang nyata pada penyebaran
CVEV (Citrus vein enation virus) pada tanaman jeruk nipis melalui serangga kutu daun dan juga
sebagai perencanaan dan kontrol dalam membuat kebijakan. Sehingga peneliti tertarik untuk
memodelkan permasalahan penyebaran CVEV (Citrus vein enation virus) ini ke dalam bentuk
persamaan matematika.

2. METODE




14
o ISSN: 2807-3460

Penelitian ini menggunakan jenis penelitian dasar (teoritis) dan metode deskriptif. Tahapan
langkah yang akan dikerjakan untuk mengatasi permasalahan pada penelitian ini yaitu: a.
Mengidentifikasi masalah yang akan diangkat yaitu model matematika penyebaran CVEV pada
tanaman jeruk nipis melalui serangga kutu daun. b. Mengumpulkan dan mengkaji teori-teori yang
relevan tentang masalah model matematika penyebaran CVEV pada tanaman jeruk nipis melalui
serangga kutu daun. c. Menentukan variabel, parameter, dan asumsi yang akan digunakan dalam
pembentukan model. d. Membentuk model dari variabel, parameter serta asumsi yang telah
ditentukan. e. Menganalisis model matematika penyebaran CVEV pada tanaman jeruk nipis
melalui serangga kutu daun yang sudah didapatkan. f. Menginterpretasikan hasil analisis yang
diperoleh. g. Membuat kesimpulan.

3. HASIL DAN PAMBAHASAN
3.1 Model Matematika

Pembentukan model matematika diawali dengan mengidentifikasi permasalahan yang akan
diselesaikan. Tahapan ini menentukan faktor-faktor yang dianggap penting yaitu identifikasi
variable, parameter, dan asumsi. Setelah itu membentuk hubungan antara variabel dengan
parameter tersebut:

Variabel dalam pembentukan model matematika penyebaran CVEV vyaitu:

S merupakan kelompok tanaman yang rentan terhadap CVEV.

I merupakan kelompok tanaman yang terinfeksi CVEV.

R merupakan tanaman yang sembuh dari CVEV.

S, merupakan vektor serangga yang rentan terhadap CVEV.

I, merupakan vektor serangga yang terinfeksi CVEV.

Parameter dalam pembentukan model matematika penyebaran CVEV yaitu:
11 merupakan jumlah pertambahan populasi tanaman.

11; merupakan jumlah pertambahan populasi serangga.

merupakan tingkat infeksi pada tanaman yang diakibatkan oleh serangga.
merupakan tingkat infeksi pada serangga yang diakibatkan oleh tanaman.
1 merupakan tingkat kematian secara alami pada tanaman.

u, merupakan tingkat kematian secara alami pada serangga.

v merupakan tingkat kematian tanaman yang terinfeksi karena terkena CVEV.
y merupakan tingkat pemulihan pada tanaman jeruk nipis.

Asumsi-asumsi dalam pembentukan model matematika penyebaran CVEV yaitu: a. Tanaman
jeruk nipis yang baru ditanam termasuk ke dalam populasi rentan. b. Serangga kutu daun yang
belum terinfeksi CVEV termasuk kedalam populasi rentan. c. Tanaman jeruk nipis yang rentan
akan terinfeksi CVEV jika ada kontak dengan serangga kutu daun yang terinfeksi CVEV. d.
Serangga kutu daun yang terinfeksi CVEV akan menulari virus tersebut selama hidupnya. e.
Tingkat infeksi tanaman jeruk nipis bersifat insidental (terjadi sewaktu-waktu). f. Tanaman jeruk
nipis yang telah terinfeksi CVEV dapat sembuh.

Berdasarkan variabel, parameter, dan asumsi dapat dibentuk sebuah diagram model
matematika penyebaran CVEV sebagai berikut:
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Gambar 1. Diagram model matematika penyebaran CVEV (Citrus vein enation virus) pada
tanaman jeruk nipis melalui serangga kutu daun

Berdasarkan Gambar 1 dapat dilihat bahwa untuk model matematika penyebaran CVEV
digunakan model SIR — S, I,, dimana terdapat dua populasi diantaranya populasi tanaman jeruk
nipis (N,) dan populasi vektor serangga kutu daun (V) dimana kedua populasi tersebut merupakan
variabel yang digunakan untuk menggambarkan model matematika penyebaran CVEV. Populasi
tanaman jeruk nipis dibagi menjadi tiga subpopulasi diantaranya tanaman rentan (S), tanaman
terinfeksi (7), dan tanaman pulih (R). Sementara subpopulasi serangga ada dua diantaranya
serangga yang rentan S, dan serangga yang terinfeksi Z,. Berikut persamaan model matematika
penyebaran CVEV:

— =n0—uS-pLS
— =pBLS—pul—ol—yl

— =y[-uR )
ds,

dt
dl,
E :ﬁl[Sx -,ullx

Dimana N, =S+ [+ Rdan N, =S, + 1.

= 11 -BIS - 1,S.

3.2 Analisis Model Matematika
Pada analisis model matematika penyebaran CVEV akan dilakukan pencarian terhadap titik

ekuilibrium, bilangan reproduksi dasar, analisis kestabilan, serta simulasi.

3.2.1 Titik Ekuilibrium dari Model Matematika Penyebaran CVEV

Titik ekuilibrium dari model diperoleh pad td—S—Oij—Od—R—Oﬁ—O%—O

_|| ekuilibrium arlmoe- |Peroe -paésaa 5 =02 =0—=0="=0—"=0

Maka diperoleh persamaan (1) menjadi sebagai berikut:

11— uS - BLS = 0 (2)
PLS — il — ol —yI = 0 (3
y[—uR =0 4)
- ByIS - S =0 ®)
BIS - =0 (6)

Sistem persamaan diferensial memiliki 2 titik ekuilibrium diantaranya titik ekuilibrium bebas
( Ey) dan titik ekuilibrium endemik (E,). Dari persamaan diatas akan dicari titik ekuilibrium E;, dan
E, dari model matematika penyebaran CVEV.
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3.2.1.1 Titik ekuilibrium E, dari model matematika penyebaran CVEV
Dengan melakukan substitusi nilai parameter dari model diperoleh titik ekuilibrium E,

sebagai berikut:
b4 I,
EO = <_ ,030,_5())
u U

1
Menentukan titik ekuilibrium E, diasumsikan I = 0 dan I, = 0. kemudian disubsitusikan ke

persamaan (2), (3), (4), (5), dan (6) untuk memperoleh nilai S, I, R, Sy, dan I, sehingga diperoleh
titik ekuilibrium bebas penyakitnya seperti diatas.
3.2.1.2 Titik ekuilibrium E; dari model matematika penyebaran CVEV

Dengan melakukan substitusi nilai parameter dari model diperoleh titik ekuillibrium
E, =(S"I".R"S. I) dari model matematika penyebaran CVEV sebagai berikut:
s M (BT g gyt )

> BBty )
o BBy - ] - 124 - gy

By (Bymy + Pty + Brio + yuy + ppg + g
e V(B Iy -y - 1711} - g v)

By Byt + Buity + BiTo + yup, + iy + e o)u

g _ Byt * ity + iy + g +1uy o

* BB Ty, Fpe, +v)

. _ BB -y - 10 - o

Y BB Ty F e+ ooy
Untuk mengetahui titik ekuilibrium endemik diasumsikan (7, I,) # 0 sehingga untuk memperoleh
E, dilakukan eliminasi persamaan (2) dan (3) sehingga didapatkan S, kemudian subsitusikan S" ke
persamaan (3) untuk mendapatkan /°, setelah /* didapatkan, subsitusikan I~ ke persamaan (4) untuk
mendapatkan R*, setelah itu subsitusikan 7 ke persamaan (5) untuk mendapatkan S;, kemudian
subsitusikan I* dan S; ke persamaan (6) untuk mendapatkan 7,, setelah didapatkan Z;, kemudian

subsitusikan lagi Z; ke S;, R, I", dan S” agar variabelnya hilang sehingga didapatkan hasil akhir
dari titik ekuilibrium endemik (E) seperti persamaan diatas.

3.2.2 Bilangan Reproduksi Dasar (R,)

Ukuran yang menjadi ambang batas untuk menetapkan apakah suatu populasi endemik atau
tidak dapat menggunakan bilangan reproduksi dasar. Digunakan next generation matrix untuk
mencari nilai R, dimana matriks F matriks transisi dan 7 matriks transmisi.

Untuk menentukan Next Generation Matrix dituliskan matrik Jacobi dari I, L.

g [y A
L :B]Sx -,Lt]_
dimana, dengan mensubsitusikan nilai eigen E;, diperoleh
— ﬁn_
_ﬂ -v - y —
J=
:81171
He
Hy |

dalam hal ini didapatkan matriks F dan V yeiitu:
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[o 27
_ H _[u-o-y 0]
F_,BIHI . danV—[ 0 ”
#

Bilangan reproduksi dasar (R,) adalah radius spektal atau nilai eigen tertinggi dari matriks (FV 1),
maka didapatkan nilai reproduksi dasarnya adalah:

ﬂﬂ]nnl
e (uto+y)
Sesuai dengan ketentuan bilangan reproduksi dasar jika Ry < 1, artinya virus dapat menghilang
dalam waktu tertentu. Apabila R, > 1, maka terjadi keadaan endemik yang artinya virus akan
mengalami penyebaran dalam waktu yang lama.
3.2.3 Kestabilan Model Matematika Penyebaran CVEV

Analisis kestabilan bisa dilakukan dengan menetapkan nilai eigen dari matriks jacobi yang
terdapat di persamaan (1) sehingga didapatkan matriks jacobiannya seperti berikut:

Ry

[- 4~ Pl 0 0 0 - BS|

| B, -u-v—-y 0 0 pS |
=1 0 Y -u 0 0

| 0 - B, 5x 0 -Bl-p 0 |

l 0 ﬂ]Sx 0 ﬁll —,LtlJ
Karena titik ekuilibrium yang didapatkan ada 2, maka dilakukan analisis kestabilan terhadap kedua
titik ekuilibrium tersebut.
3.2.3.1 Analisis kestabilan bebas penyakit (E,)
Titik ekuilibrium akan dikatakan stabil apabila nilai eigen dari matriks Jacobi bernilai
negatif. Matriks Jacobi dari titik ekuilibrium £, adalah sebagai berikut:

-
- U 0 0 0 ﬁ—
U
17
0 -u—v—y 0 0 ﬂ—
U
W= e 00
B,
0O -— 0 -u 0
K
By,
o — 0 0 -y
i y |
Untuk menentukan nilai eigen maka berlaku |4/ - J(E,)| = 0 sehingga,
1
- U 0 0 0 /)7—
y2i
pr
A 0 0 0 O 0 -u-v-y 0 0 —
0420 00 H
0020 o-|° ﬂyn w00
000 4 0 14
0000,10’#l 0 -1 0
i
o — 0 0 -pu
Hy

Sehingga diperoleh:
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Atu 0 0 0 'B—
u
pr
0 Atuto+y O 0 -—
u
0 -y j,'hu 0 0 — O
Ul
0 —_— 0 Aty 0
My
B,
0 -— 0 0 At
1“1

Dengan metode sarrus maka didapat persamaan karakteristik dari matriks tersebut sehingga dapat
diketahui bahwa 1; <0, 1, <0, 43 <0, 44 <0, dan 15 < 0, maka titik ekuilibrium E stabil asimtotik
dimana virus dapat menghilang dalam waktu tertentu.
3.2.3.2 Analisis kestabilan endemik (E4)

Matriks Jacobi dari titik ekuilibrium endemik E; adalah sebagai berikut:

(- 1 - I, 0 0 0 -pS"T
Bl -p-v-y 0 0 BS”
JE)={| 0 Y -u 0 0
0 -BSc 0 -BI-u 0
|0 BSx 0 BT -p ]
Untuk menentukan nilai eigen maka berlaku |17 - J(E,)| = 0 sehingga,
w0 o0 0 o [Pk 0 0 0 -ps
010 0 0 Bl -p-v-y 0 0 BS
00 42 00— O Y - 0 0 [=0
0000 4 | o A% Al o
_ _ 0 BSe 0 B -1,
Sehingga diperoleh:
)+ u+ BL. 0 0 0 BS*
L. Atptoty 0 0 -BS*
0 -y A+ 0 0 |=o
0 B,Sx 0 A+BI +u, 0
0 -B,S, 0 B A+

Dengan menggunékan metode sarrus maka diperoleh persamaan karakteristik dari matriks tersebut
sehingga dapat diketahui bahwa 1, <0, 1, <0, 13 <0, 14 <0, dan A5 <0, maka titik ekuilibrium
E stabil asimtotik dimana virus akan mengalami penyebaran dalam waktu yang lama.

3.2.4 Simuasi Model Matematika Penyebaran CVEV

Simulasi dilakukan untuk menggambarkan lebih jelas penyebaran CVEV (Citrus vein
enation virus) pada tanaman jeruk nipis melalui serangga kutu daun. Simulasi dilakukan dengan
membentuk trayektori dari kondisi awal yang dimisalkan.
3.2.4.1 Simulasi model matematika untuk titik ekuilibrium bebas penyakit

Simulasi titik ekuilibrium E, pada penyebaran CVEV (Citrus vein enation virus) pada
tanaman jeruk nipis melalui serangga kutu daun. diasumsikan untuk keadaan tidak ada individu
yang terinfeksi CVEV sehingga nilai parameter yang digunakan yaitu:
Tabel 1. Nilai parameter titik ekuilibrium £, penyebaran CVEV

journal homepage: http://ejournal.unp.ac.id/students/index.php/mat



19
journal homepage: http://ejournal.unp.ac.id/students/index.php/mat
£y

Parameter Nilai
I 0,7

I, 0,4

B 0,01

B, 0,01

U 0,1

u, 0,2

) 0,2
0,01

I
Dari nilai parameter pada Tabel 3 akan dihitung R, sehingga diperoleh bilangan reproduksi dasar
yaitu:
R)=0.1502685768
Didapatkan R, <1 yang artinya virus tidak menyebar, kemudian nilai parameter pada Tabel 3
disubsitusikan pada E sehingga E, = (7,0, 0, 2,0). Diperolehlah grafik sebagai berikut:

30 i
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Grafik S(t) Grafik I(t) Grafik R(t)

5:

A _

20 40 60 80 100 20 10 60 80 100

Grafik S, (t) Grafik I (t)
Gambar 2. Trayektori di Sekitar Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Berdasarkan Gambar 2 kurva merah merupakan kurva titik ekuilibrium bebas dari CVEV.
Sedangkan kurva biru dan hijau nantinya akan menentukan stabil atau tidak stabilnya titik
ekuilibrium bebas dari CVEV pada masing-masing grafik. Dapat dilihat dari grafik bahwa
trayektori (kurva biru dan hijau) bergerak mendekati titik ekuilibrium E, (kurva merah). Titik
ekuilibrium E, bersifat stabil asimtotik. Hal ini juga diperkuat dengan nilai R, < 1, yang berarti
bahwa dalam waktu tertentu penyebaran CVEV akan menghilang.
3.2.4.2 Simulasi model matematika untuk titik ekuilibrium endemik

Simulasi titik ekuilibrium E, pada penyebaran CVEV (Citrus vein enation virus) pada
tanaman jeruk nipis melalui serangga kutu daun. Nilai parameter yang digunakan yaitu:

Tabel 2. Nilai parameter titik ekuilibrium endemik penyebaran CVEV

Parameter Nilai
7 0,7
1, 0,4
B 0,1
B, 0,1

7 0,1




20

o] ISSN: 2807-3460
u, 0,2

) 0,2
0,01

V
Dari nilai parameter pada Tabel 4 akan dihitung R, sehingga diperoleh bilangan reproduksi dasar
yaitu:
Ry=1.502685768
Didapatkan Ry > 1, kemudian nilai parameter pada Tabel 2 disubsitusikan pada FE; sehingga
E; =(4.400000000, 0.8387096774, 0.08387096774, 1.409090909, 0.5909090910).
Diperoleh grafik sebagai berikut:
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Gambar 3. Trayektori di Sekitar Titik Ekuilibrium Endemik

Berdasarkan Gambar 3 kurva merah merupakan kurva titik ekuilibrium endemik dari CVEV.
Sedangkan kurva biru dan hijau nantinya akan menentukan stabil atau tidak stabilnya titik
ekuilibrium endemik dari CVEV pada masing-masing gtafik. Dapat dilihat dari grafik bahwa
trayektori (kurva biru dan hijau) bergerak mendekati titik ekuilibrium endemik (kurva merah) yang
berarti bahwa akan terjadi penyebaran CVEV dalam waktu yang lama. Hal ini juga diperkuat
dengan nilai Ry > 1.

4.2 Interpretasi Model Matematika

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan diperoleh 2 titik ekuilibrium diantaranya titik
ekuilibrium bebas penyakit (£,) dan titik ekuilibrium endemik (£;). Untuk titik ekuilibrium E,
sifatnya stabil asimtotik dimana virus dapat menghilang dalam waktu tertentu. Sementara untuk
titik ekuilibrium E; sifatnya juga stabil asimtotik dimana dalam waktu yang lama virus akan
mengalami penyebaran.

4. KESIMPULAN
Dari hasil penelitian model matematika penyebaran CVEV pada tanaman jeruk nipis diperoleh
dalam bentuk sistem persamaan diferensial yaitu:

dS—n S—pLS
dt_ _/u_ﬁx

journal homepage: http://ejournal.unp.ac.id/students/index.php/mat
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£y

dl

7 =pLS —wl—vl—yl
a_ [ —uR

dt M-

ds,

E =15 —ﬂllSX—,ulSX
d,

E :ﬁllsx_’ullx

Interpretasi model didapat 2 titik ekuilibrium diantaranya titik ekuilibrium £, dan titik ekuilibrium

E,.

Dari analisis kestabilan menunjukkan bahwa Untuk titik ekuilibrium E, sifatnya stabil

asimtotik karena didapatkan R, < 1 yaitu 0.1502685768 yang artinya virus dapat menghilang
dalam waktu tertentu. Sementara untuk titik ekuilibrium E, sifatnya juga stabil asimtotik karena
didapatkan R, < 1 yaitu 1.502685768 yang artinya virus akan mengalami penyebaran dalam waktu

yang lama.
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