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Abstract--search high degree of real roots of polynomial (of degree more than 3) is very difficult to do
analytically, so that numerical methods are needed to search their roots, one of the numerical methods
that are fast and can be used efisein search is polynomial roots with Bairstow method. This study
discusses how to determine the roots of the polynomial with Bairstow method. The result is a step-by-

step search high degree polynomial roots.
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Abstrak ---pencarian akar Polinomial real berderajat tinggi (berderajat lebih dari 3) sangat sulit
dilakukan secara analitik, sehingga dibutuhkan metode numerik untuk pencarian akarnya, salah satu
metode numerik yang secara cepat dan efisein bisa digunakan pencarian akar polinomial adalah dengan
metode Bairstow. Penelitian ini membahas cara menentukan akar-akar Polinomial dengan metode
Bairstow. Hasil penelitian ini adalah berupa langkah-langkah pencarian akar polinomial berderajat tinggi.

Kata Kunci:Polinomial, Metode numeric, Metode Bairstow.

PENDAHULUAN

Polinomial yang berbentuk p,(x) =¥, a;x' =
apx® + a;xt +a,x? + -+ a,x™ dengan n=>0 dan
a; € Rmempunyai peran yang penting dalam matematika
diantaranya dalam teori fungsi dan teori bilangan
sehingga dibutuhkan satu metode untuk bisa menemukan
seluruh  akarnya baik akar kompleks maupun akar
riil.Untuk polinomial yang berbentuk kuadrat atau yang
berderajat tiga bisa dilakukan dengan cara analitik tapi
jika polinomial yang berderajat lebih dari 3 sangat sulit
dicari dengan cara analitik. Oleh karena itu dibutuhkan
metode lain salah satu metode yang bisadigunakan adalah
dengan metode Bairstow. Pada dasarnya Metode Bairstow
hanya mencari faktor kuadrat dari polinomial, dari faktor
kuadrat polinomial [3] tersebut dapat ditentukan dua akar
sekaligus, baik akar real maupun akar kompleks dari
polinomial. Metode ini tidak memerlukan evaluasi
turunan fungsinya sehingga sangat mudah digunakan
dalam pencarian akar polinomial. Oleh karena itu penulis
tertarik untuk mengangkat permasalahan pencarian akar-
akar polinomial dengan metode Bairstow.

METODE

Penelitian ini merupakan penelitian yang bersifat
teoritis. Metode yang digunakan adalah dengan
menganalisa  teori-teori  yang  relevan  dengan
permasalahan yang dibahas pada studi kepustakaan.
Dalam penelitian ini dimulai dengan meninjau

permasalahan, mengumpulkan teori-teori yang
berhubungan dengan masalah penentuan faktor kuadrat
kemudian mengaitkan dengan permasalahan yang diteliti.

HASIL DAN PEMBAHASAN
A. Metode Bairstow

Metode Bairstow adalah metode yang digunakan
untuk menyelesaikanpersamaan polinomial tingkat n
Pn((x) =apx" + an—1xn_1 + an—zxn_2 +eetapx+ag

Metode Bairstow pada dasarnya hanya mencari
faktor dari polinomial baik faktor linear maupun faktor
kuadrat. Ide dasar dari algoritma ini adalah bahwa setiap
polinomial dapat dibagi oleh pembagi linear atau pembagi
kuadrat [4] tapi disini hanya digunakan pembagi kuadrat
saja.

Misalkan p,) = Xi-,a;x" adalah polinomial
berderajat n dan x? —ux — v adalah pembagi kuadrat
dari pp () sehingga dapat diekpresikan sebagi berikut
Pn(x) = (x* —ux — v)qn_p(x) + by (x —u) + by (L.1)
dimana g,_,(x) adalah polinomial yang telah terdeflasi
dengan  persamaan  q,(x) = b, x™" 2+ b,_;x"3 +
by_»x¢3 + -+ byx+b, dan b;(x —u)+ b, adalah
suku sisa dari pembagian tersebut. Apabila suku sisa
tersebut bernilai nol maka x? — ux — v merupakan faktor
kuadrat dari ppe). Karena puey = Xioa;x’  dan
Gn-2(x) = X", b;x'"2 maka bentuk persamaan (1.1)
diatas dirubah menjadi:
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Pr(x) = (¥ —ux — v)qn_p(x) + by(x —u) + by

= [xz(bnxn_2 + bn—lxn_3 + bn—zxn_4 + o+ byx + bz)
—ux(b,x" 2+ b,_x" 3+ b, _,x"* + -+ byx +b,) —v(b,x"" 2+ b,_x"3
+ bp_px™* + o+ byx + by)] + by (x — w) + by

= [(byx™ + by_1x™ L+ b, _,x? + -+ + byx® + byx?)
—u(b,x™ 1+ b, x"2 + b, _,x™" 3 + .+ byx? + byx)
= V(byx" "2 + by X" 4 by _px™ % + e byx + by)] + by (x — w) + by

= [(bpx™ + by_1x™ 1 + b, _;x% + -+« + byx3 + byx? + by x + by)
—u(byx™ 1+ by x4+ by _,x™ 3 + o+ byx? + byx + by) — v(byx™ 2 + b x"3
+ by X" + o+ byx + by)]

(1.2)
dengan menyamakan koefisien-koefisien x persamaan (1,1) dengan persamaan (1.2) diperoleh:
an = bn
Ap-1 = byy —uby
Ap-p = by —uby_y — Vb,
Ap-3 = by_3 —uby_p —vby_4
a; = b; —ub;,; —vb;,,,dimanai =n—-2,n—-3,...,0 (1.3)
Karena polinomial terdeflasi q,(x) merupkan maka dari persamaan (1.3) ditentukan koefisien b;
polinomial yang koefisien-koefisiennya adalah b; yaitu
b, =a,
bn—l =apqt+ ubn
bn—Z =ap,+ ubn—l + Vbn
bn—3 = Qn-_3 + Ubn—z + vbn—l
b; =a; + ub;,, +vb;,dimanai =n—-2,n-3,...,0
Untuk i = 1 dan i = 0 diperoleh persamaan
b, = a; +ub, + vb,
by = ay + ub, + vb, (1.4)

Pada persamaan (1.4), tampak bahwa b; dan b, Misalkan selisih u dengan u* adalah Audan selisih v
tergantung pada u dan v. Oleh karena itu, dalam dengan v* adalah Avmaka fungsi dari b; dan b, dapat
menentukan faktor kuadrat, secara implisit tergantung diperluas dengan deret Taylor untuk dua variabel [1]
pada pemilihan u=u* dan v=v* 3 b; = b, =0. sebagai berikut:

. e ob, , | ob; , |
by (u',v7) = by (w,v) + 2= (W —u) + 2 (0" —v) + -
. e oby , oby ,
bo(u’,v7) = bo(u,v) + = (" —u) + =~ (v" —v) + -
diasumsikan pemilihan u* dan v * sangat dekat dengan sekali sehingga orde deret taylor untuk fungsi b, (u*, v*)
u dan v sehingga selisih u* — u dan v* — v sangat kecil dan by(u*, v*) yang lebih dari satu dapat diabaikan.
by (w'v") ~ b +6b1A +0b1A
e e
.. db, db,
bo(u U ) =~ b0+£Au+%Av
Apabila u = u* dan v = v* maka berlaku
by v) = 0= by + 22 pu + 22 p
S
bo(u*,v*) =0 = b, +6_uOAu +6_170Av

Sehingga diperoleh persamaan:
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o 0b O
o a%b ava:

—p. =20 + =20
b, ™ Au 5 Av (1.5)

Untuk menyelesaikan sistem persamaan di atas
diperlukan turunan parsial b, dan b, yang masing-
masing merupakan fungsi dari u dan v. Turunan
parsial ini dapat diperoleh setelah dilakukan
pembagian sintetik kedua terhadap p,(x) dengan
faktor x? — ux — v yang berarti mencari hubungan b;
dengan c; sama seperti mendapatkan b; dari a;.

Gn(x) = (x* —ux —v)z,(x) + c;(x —u) + ¢

Jika  qu(x) = b, x" 2+ b, x" 3+ b, _x"t+ .+
b;x + b, adalah hasil pembagian sintetik pertama dari
pn(x) maka untuk mencari hasil pembagian kedua dari
p,(x) adalah dengan membagi g, (x) dengan faktor
x? —ux —v. Misalkan z,(x) adalah hasil pembagian
sintetik kedua dengan sisa c; (x — u) + ¢, maka:

= [P (cpx™™* + g X0 F e X TO H e+ c3x + )
—uUx(Cx™ ™ + XS H X0 03X + Cp)

V(X" + Cu XS X H e cax + 6p)] + oy (x — ) + ¢

=[(c,x™" 2 + ¢ x™ 3+ 0o xV T+ o+ cx3 + px?)

—u(c, X3+ o XV ey x5 e c3x? + 0px)
— vy x™V ™ H o XS F XV e cax + )]+ o (x — uw) + ¢
=[(cyx™ 2 + e X3+ Cppx™ o c3x3 + px% + 0 x + )
n-3 n—4 n->5 2 n—4
—U(Cpx™ 3 + e X xR e gx oy +cp) —v(Cp X oy x

+ X"+ x + )]

n->5

dengan menyamakan koefisien-koefisien x pada kedua

cn = by,

ruas persamaan di atas didapatkan hubungan korelasi
sebagai berikut:

Cn-1 = bn—l +uc,
Cn-2 = bn—Z +tucy_ +vey
Cn-3 = bn—3 FtUCy_; TV

1 =b; +uc,

+ vey
Sehingga bentuk umum dari persamaan di atas
adalah:
c, = by,
¢i=b; +uciy, +vcguntuki=n—-2n-3,..21 (1.6)

Selanjutnya turunan parsial terhadap u dapat dicari

dengan menggunakan persamaan (1.4) dan (1.6) diperoleh
hasil:

db, da,
S o
-1

ﬁ U 61?1;_1 +bnq = uc,;)+ bp-1 = cpy

871:3 =u 61;_2 + byy + Vet = by + UCy_q + VCy = Cps
ab,  db, " b,
%:u% b2+v%=b2+uc3+vc4:c2
&b &b &b
2= U b+ vt = by uc, +ves = ¢ (1.7)

Untuk mencari turunan parsial terhadap v analog dengan

pencarian turunan parsial terhadap u sehingga diperoleh
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ob, Oda, _
v ov
ob,_, _ 0b, _ 0
B B
n-2 n-1 n
—_— = -+ —_— =
ag” uagv b, vévb b, =c,
—67;_3 =u 67;_2 +b,_+v 7;_1 =bp_q +UCy = Cpg
&b, b, _ éb,_
57;4=u#3+bn—2+v - 2=bn—2+uCn—1+an=Cn—2
ab,  ab, b,
(Sa_v:u6%+b3+1;W:b2+uc4+vcs =c3
%: %+b2+y%=b1+uc3+vc4=c2 (1.8)
Dengan mensubsitusi persamaan (1.7) dan J (Au) _ (b1) (1.9)
(1.8) ke persamaan (1.5) diperoleh: Av b, '
_bl = CzAu + C3A17 DI mana — C2 C3 .
—by = c;Au + ¢, Av / (Cl CZ)

bentuk diatas dapat dibuat dalam bentuk perkalian
matrik berikut:

Dari persamaan (1.9) dapat dicari Au dan Av

dengan menggunakan aturan Cramer [2] sebagai berikut:

|—b1 C3|
Au = —by ca| _ (c2)(=b1)=(=by)(c3)
|i2 C3| (c2)(c2)—(c1)(c3)
1 C2
b 3 eeb—en-bo)
—b [ c)(— —(c)(—
A — 0 1 — 1 1 2 0 20
v 20 T (@) 20)
Karena formulaAu dan Av sudah diperoleh v=v"+Av

maka u* dan v* dapat diperbaharui dengan
pengulangan terus-menerus sehingga u* = u dan
v* = v atau dengan kata lain nilai u* dan u* semakin
dekat dengan nilai u dan v

u=u"+Au

. Penerapan Dalam Kasus.

Pencarian akar dengan metode Bairstow secara
manual sangat tidak efisien sehingga, dibuatlah
algoritma untuk Mathlab 7.10 selengkapnya lihat

Proses pengulangan untuk menemukan u* dan
v* dilakukan dengan iterasi terus menerus sehingga
mendapatkan nilai yang mendekati nilai eksaknya,
atau dengan bantuan komputer dibuat algoritmanya
sehingga proses iterasi dapat dilakukan dengan cepat.

referensi [4]. Diberikan contoh yang diambil dari [4]
yaitu:

f(x) = x5 — 35x* + 2,75x3 + 2,125x% — 3,875x + 1.25

Dengan tebakan awal u = -1 dan v = -1 dan
& = 0.001 akan ditentukan semua akarnya.
TABEL |
HASIL PERHITUNGAN PENCARIAN AKAR DENGAN MENGGUNAKAN METODE BAIRSTOW
Iterasi (k) Auy, Avy Uy Vg Uy, £V
1 0.35583 1.138109 —0.64417 0.138109 55.23% 824.065%
2 0.133057 0.33162 —-05111 0.469734 26.03% 70.6%
3 0.011423 0.03047 —0.4999577 0.5002 2.28% 6.93%
4 —0.00031 —0.0002 -05 05 0.062% 0.004%
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Pencarain akar dapat dihentikan pada itersai ke-4 dengan
u=-05 dan v =0.5 sehingga bentuk dari faktor

—uxvu?—4v _05+v05%-405

kuadrat polinom ini adalah: x2 — 0.5x + 0.5 Dengan
demikian didapat akar f(x)

X12 = 2

Metode Bairstow menghasilkan pendekatan
x? —ux —v yang sangat akurat dengan estimasi eror
0.062% untuk u dan 0.004%untuk v, hal ini menunjukan
metode Bairstow memiliki laju konvergensi yang sangat
tinggi.

> =05dan -1

Untuk mencari akar selanjutnya akan ditentukan
polinomial terdeflasi terlebih dahulu dengan membagi
polinomial awal dengan faktor kuadra x2 — 0.5x + 0.5
dengan hasil sebagai berikut:

f(x) =x3—4x%+525x — 25

Dengan tebakan awal u = 0.5 dan v = —-0.5

dan e =0.001, maka pencarian akarnya dapat terlihat
pada tabel 1 berikut

TABEL II
PENCARIAN AKAR POLINOMIAL DENGAN METODE BAIRSTOW
Iterasi (k) Ay, Avy, Uy Vg Uy EVy
1 2.232143 3160714 17321 3.660714 128.86% 86.34%
2 —-0.067 -5.0183 1.6652 —-1.3576 4.022% 369.63%
3 0.2332 0.1517 1.8984 —-1.2059 12.29% 12.58%
4 0.0942 —0.0353 1992 —1.2412 4.73% 2.84%
5 0.0074 —0.0088 2.000 —1.2499 0.37% 0.7%
6 0 0.00008 2 -125 0% 0.0064%

Pencarain akar dapat dihentikan pada itersai ke-6 dengan
u = 2 dan v = —1.25 sehingga bentuk dari faktor kuadrat

—uxvu?—4v _

polinom ini adalah: x? — 2x + 1.25 Dengan demikian
didapat akar f(x)

2+V4-5 2++-1

X12 =

2

Untuk mencari akar selanjutnya akan ditentukan
polinomial terdeflasi terlebih dahulu dengan membagi
polinomial awal dengan faktor kuadrat:x? — 2x + 1.25,
sehingga didapat polinomila terdeflasi: f(x) = x — 2.

2+ /22 4(125) _
; =

2 2

Karena polinomial terdeflasi adalah liniear maka akar
dicari dengan rumus analitik biasa yaitu:x —2 =
0 maka x = 2. Jadi didapat akar dari polinomial

f(x) = x5 — 35x* + 2,75x3 + 2,125x* — 3,875x + 1.25

Sebagai berikut:

x; =05
x, =-1
x3 =1+ 05i
x, =1—-05i
X5 =2
a.  Menentukan tebakan awal dari variable x? + ux +
SIMPULAN v
Berdasarkan penurunan algoritma metode Bairstow b. Menghitung nilai b, = a,
dapat diperoleh kesimpulan: c. Menghitung b, , =a,_, +ub, dan b; =a; +
1. Dalam menentukan faktor kuadrat dengan ub;, + Vb,
metode Bairstow, digunakan pembagian sintetik d.  Menghitung nilai c,, = b,
dengan pembagi kuadrat sehingga dapat e. Menghitung nilai  ¢,.; = b, +uc, dan
ditentukan dua akar sekaligus baik akar real ¢; = b; + UCiq + VCiyy
maupun kompleks. f. Mencari Au dan Av dengan aturan Cramer sebagai
2. Dalam menemukan akar polinomial dengan berikut:

metode bairstow ada beberapa langkah yaitu:
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—by ¢

Ay = —by ¢, :(62)(—b1)—(—bo)(03)
|C2 C3| (c2)(c2) = (c1)(c3)
L ¢
-b;y
Ap = ’—bo al _ (c1)(=by) = (c2)(=by)
|E2 E3| (c2)(c2) — (e1)(c3)
1 2
Mencari nilai u dan v yang terbaru dengan b. Jika polinomial yang telah terdeflasi
persamaan berderajat lebih dari 2 maka dilanjutkan
Upgry = U" + Au dengan pencarian akar dengan langkah

—— metode Bairstow
Vparu = V" + Av

Melakukan proses iterasi dengan mengulang
langkah kedua dan ketiga sampai memenuhi
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a. Jika polinomial yang telah terdeflasi
berderajat satu atau dua maka dapat
dicari akarnya dengan rumus analitik.
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