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Abstract — Panel data is combination of cross section data and time series data. Model how to explaine
this data is regression model of panel data. Panel data able to consist of region data are observed many
time. If happen correlation between one region data with other region that mutual adjacent, than model
how to explaine this data is dependen spatial model consist of lag spatial dan error spatial. Error saptial
happend if be found correlation between error for one region with other region. The model with consist
panel data with a dependent spatial influence is called panel data spatial model. To get a estimaton
parameter from this model, we can use maximum likelihood method. The result of this research are
estimation parameter from random effect spatial error panel data model in form mathematics equations,
and to get estimation parameter of spatial error coeffisient to finded by numerical iteration, Newton
Rapson Iteration.
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Abstrak — Data panel merupakan gabungan dari data cross section dan data time series. Model yang
dapat menjelaskan data ini disebut model regresi data panel. Data panel dapat berupa data wilayah
(region) yang diamati pada beberapa waktu. Apabila terjadi korelasi antar data satu region dengan region
lain yang saling berdekatan, maka model yang dapat menjelaskan data ini disebut dengan model spasial
dependen. Spasial dependen terdiri dari spasial lag dan spasial error. Spasial error terjadi jika terdapat
korelasi antara error pada satu region dengan region di sekitarnya. Model yang memuat data panel
dengan pengaruh spasial dependen disebut dengan model spasial data panel. Untuk mendapatkan
parameter dugaan dari model ini digunakan metode maximum likelihood. Hasil penelitian ini diperoleh
dugaan parameter dari random effect spatial error panel data model dalam bentuk persamaan
matematika, serta untuk memperoleh dugaan dari parameter koefisien spasial error dicari dengan
menggunakan iterasi numerik Newton Rapson Iteration.

Kata Kunci — Data panel, Spasial dependen, Random effect, Spasial error, Maximum likelihood

PENDAHULUAN
Data panel merupakan gabungan dari data cross
section dan data time series. Data cross section adalah
data banyak individu atau objek hasil pengamatan yang
diamati hanya pada satu waktu. Sedangkan data time
series merupakan data satu individu atau objek yang
diamati pada beberapa waktu.[4]

Salah satu contoh data panel dapat diperoleh dari data
wilayah (region), seperti data beberapa perusahaan,
sekolah, rumah sakit dan daerah yang saling berdekatan.
Apabila terjadi korelasi antar data satu region dengan
region lain yang saling berdekatan, maka asumsi error
pada observasi saling bebas pada asumsi regresi tidak
dipenuhi oleh model. Sehingga model yang diperoleh
belum baik untuk menerangkan data hasil pengamatan.[5]

Suatu model regresi yang dapat digunakan untuk
menerangkan dengan baik data tersebut adalah model

regresi spasial. Model regresi spasial merupakan mode
regresi yang menjelaskan suatu data hasil pengamatan
suatu lokasi atau region yang bergantung pada
pengamatan pada lokasi atau region disekitarnya. Model
ini dikenal dengan model spasial dependen.[5]

Model regresi data panel yang memuat pengaruh
spasial dependen disebut dengan model spasial data panel.
Model ini merupakan model yang lebih kompleks dari
pada model regresi linear biasa. Sehingga untuk
mendapatkan parameter dugaan pada model tidak dapat
dilakukan dengan menggunakan metode kuadrat terkecil.
Karena parameter dugaan yang di hasilkan oleh metode
ini bersifat bias.[5] Sehingga diperlukan suatu metode
lain untuk mendapatkan dugaan parameter dari model ini.



Untuk itu diperlukan pendugaan parameter pada model
spasial error data panel dengan komponen error satu arah
dan dengan asumsi komponen error tersebut merupakan
peubah acak menggunakan metode maximum likelihood.

Jenis data panel dapat dikelompokkan menjadi data
panel lengkap dan data panel tidak lengkap. Data panel
lengkap yaitu data panel yang semua individu teramati
pada semua waktu yang sama. Sedangkan data panel tidak
lengkap yaitu data individu yang teramati pada waktu
yang tidak sama.

Model regresi data panel adalah sebagai berikut :

Vit = XierBr + Ui
Dimana :

v . variabel dependen pada region ke-i
dan waktu ke-t

x;; - variabel independen pada region ke-
i dan waktu ke-t

B : parameter model

u;; - komponen error model pada region
ke-i dan waktu ke-t.

yi = p(Wi Yy + Wiy, + o

V2 = p(Wary1 + Wpoy, + o

Yn = P(Wp1 Y1 + Wy, + -

Atau dapat ditulis dalam notasi matrik sebagai
berikut :
y=pWy+Xpg+u
Dimana :
y : vektor nilai pengamatan peubah
dependen berukuran n x 1
p . parameter skalar spasial lag
W . matriks spasial terboboti dengan
baris terstandarisasi (X;w;; = 1,
V i) berukurann x n
X : matrik k peubah bebas berukuran
n xk
B : vektor parameter regresi berukuran
kx1
u  :vektor error berukuran n x 1
[5]
Jika nilai error suatu region dengan region
disekitarnya yang berdekatan tidak saling bebas, maka hal
ini menunjukkan adanya spasial error. Model yang dapat
menerangkan data ini disebut model spasial error.
Misalkan y; merupakan nilai pengamatan peubah
dependen pada wilayah ke-i, x;;, merupakan nilai peubah
bebas ke — k pada lokasi ke- i, w;; merupakan bobot yang
menggambarkan hubungan antar region ke-i dengan

Model regresi linear biasanya digunakan untuk
melihat hubungan antar peubah dependen dengan peubah
independen. Dalam proses analisis regresi adakalanya
nilai pengamatan atau error pada wilyah(region) yang
saling berdekatan tidak saling bebas. Hal inilah yang
dikenal dengan regresi spasial dependen. Model spasial
dependen ini terdiri dari dua jenis, yaitu model spasial lag
dan model spasial error. [5] Model spasial lag merupakan
suatu model regresi linear dimana terdapat korelasi
spasial pada peubah dependennya. Hal ini juga berarti
bahwa nilai pengamatan suatu region dengan nilai
pengamatan di region yang saling berdekatan tidak saling
bebas. Misalnya, suatu region i, berhubungan dengan
region j, maka nilai pengamatan pada region i merupakan
fungsi dari nilai pengamatan pada region j, dengan i # j.
Misalkan y;, merupakan nilai pengamatan peubah
dependen pada region ke — i, x;; merupakan nilai peubah
bebas ke — k pada region ke-i, w;; merupakan bobot
yang menggambarkan hubungan antar region ke-i
dengan region ke- j, dan u; merupakan error pada region
ke- i. Misalkan terdapat k peubah bebas dan n region
pengamatan, maka model spasial lagnya adalah sebagai
berikut:

+ Win¥n) + X181 + X125 + o+ Xy + Uy

+ Wonn) + X21B1 + X287 + o+ X + Uy

+ Wnn)’n) + xnl,Bl + xnzﬁz + ot xnkﬁk +u,

region ke-j, dan p; merupakan error pada region ke- i
dan &; merupakan error yang sebenarnya pada region ke-
i. Misalkan terdapat k peubah bebas dan n region
pengamatan, maka model spasial errornya adalah sebagai
berikut:

V1= X111+ X12B2 o X g

Y2 = X21P1 + Xgofp + o X B + Uy

Yn = Xn1B1 + XpaPo + o+ X By + Uy
Dengan
Uy = A(WiaUy + Wity + o F WiUy) &
Uy = AWprUy + Woplly + -+ WppUty) + &,

Up = AWn1ly + Wiolly + -+ + Wyply) + &,
Atau dapat ditulis dalam bentuk matriks yaitu:
y=XB+u
u=AWu+e
Dimana :
y : vektor nilai pengamatan peubah
dependen berukuran n x 1
A parameter skalar spasial error
W : matriks spasial terboboti dengan
baris  terstandarisasi (¥; w;; =
1,V i) berukuran n x n



X : matriks k peubah bebas berukuran
n xk

B : vektor parameter regresi berukuran
kx1

: vektor error berukuran n x 1
g : vektor error sebenarnya, berukuran
nx1
[5]

Matriks pembobot spasial W adalah matriks
berukuran nxn yang menyatakan hubungan antara
observasi spasial dependen. w;; adalah elemen dari
matriks W pada baris ke-i dan kolom ke-j dengan w;; >0
untuk j =1,2, ... \N, dimana j merupakan region di sekitar
observasi i. [10]

e

Selanjutnya akan dijelaskan jenis-jenis matriks
pembobot spasial [10] yaitu:

a. Linear Contiguity

Didefinisikan :
1, jikaregionidan j
wj; = mempunyai common edge
0, jika lainnya

b. Rook Contiguity

Didefinisikan :
1, jikaregionidanj
Wy = mempunyai common side
0, jika lainnya

c. Bishop Contiguity

Didefinisikan :
1, jikaregionidan j
Wi = mempunyai common vertecs
0, jika lainnya

d. Queen Contiguity

Didefinisikan :
1, jikaregion i dan j mempunyai
wj; = common edge dan common vertecs
0, jika lainnya

Tidak ada teori yang menjelaskan pemilihan
matriks bobot spasial yang akan digunakan dalam model
spasial dependen. Namun para peneliti biasanya
menggunakan queen contiguity.

METODE

Penelitian ini merupakan penelitian teoritis pada
bidang kajian statistika. Adapun langkah-langkah dalam
penelitian ini adalah :

1. Menelaah teori tentang random effect spatial panel
data model.

2. Menemukan fungsi maximum likelihood dari random
effect spatial panel data model.

3. Menduga parameter-parameter dengan menggunakan
fungsi likelihood yang telah didapat pada langkah 2.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Misalkan A = {a;;} adalah matriks berukuran m x n
dan B = {b;;} adalah matriks berukuran p % q. Maka
Kronecker Product dari matriks A dan B adalah sebuah
matriks berukuran mp % nq, yang dinotasikan sebagai
A @B , didefinisikan sebagai berikut:

a.1B a,B a,B

a, B a,,B a,,B
Amxn ® Bpxq _ 21 , 22 2?.

amB an,B amnB

Dengan menggunakan definisi kronecker product
tersebut, maka dapat ditulis bentuk matriks dari random
effect spatial error panel data model adalah,

y=XB+ (y®Iy)p+ ¢
p=pWo+e¢ @

Dimana:
y = vektor variabel dependen berukuran NT < 1
X = matriks variabel independen berukuran
NT xk
B = vektor parameter yang berukuran k x 1
p = koefisien spasial error
& = vektor error berukuran NT x 1 yang saling
bebas dan berdistribusi normal
¢ = vektor error berukuran NT = 1
n =pengaruh individu yang tidak
berukuran N x 1
W = matriks bobot spasial berukuran NT < NT
Iy = Matriks identitas berukuran N < N
It = vektor berukuran T x 1 yang setiap entrinya
berisi 1
Pendugaan parameter random effect spatial error
panel data model dilakukan dengan menggunakan metode
maximum likelihood. Metode ini digunakan untuk
mendapatkan statistik yang memaksimumkan fungsi
likelihood. Selanjutnya akan dibahas fungsi log likelihood
dari Random Effect Spatial Error Panel Data Model.
Perhatikan persamaan (1):

teramati

y=XB+ (y®Iy)u+ ¢

p=pWo+e
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Dari persamaan ini akan diperoleh,
Ingg = pWo + £
e=Iyrp —pWo
= Uy QIr)¢ — p(Ir @ Wy)¢
= Uy Ir)$ — (Ir Q@ pWy)P

=[I: ® (Iy — pWy)]l¢p
Sehingga,
d=[Ur@Uy—pWpN)] "€
Misalkan,
IN - pWN = B
Maka,
¢=[U;®B] "¢
¢p=Ur®B )¢
Persamaan (1) dapat ditulis sebagai berikut,
y=XB+ u®IYu+ Uy B e

y=Xp+v 2
Dimana :
v=r®Iu+Ur @B ) e (3)

Vektor v merupakan vektor komponen error model
yang terdiri dari dua variabel random pu dan & yang
masing-masing berdistribusi normal.

Fungsi likelihood dari varabel dependen y adalah,
L(ﬂv o-szvpl (p) = f(yll!YZla lyNT; ﬁ! O-Szapr <P)
Dimana, f (¥11, V21, -, ¥Yyr) adalah p.d.f dari variabel
dependen y. Karena, variabel acak y tidak diketahui
bentuk distribusinya, maka untuk memperoleh p.d.f dari
variabel y dapat digunakan transformasi variable.
Transformasi ini dilakukan dengan menggunakan variabel
acak v yang telah diketahui distribusinya.

Sehinga diperoleh p.d.f bersama dari peubah acak

Y11, Y21, - Ynr adalah : 1
fi1, Y21, Ynr) = [(27-[)NT|Q|]—1/2exp [_Evlﬂ_lv]
(4)
Persamaan (4) ini disebut dengan fungsi likelihood
dari variabel acak y.

Dimana, Q adalah matriks varian kovarian dari
komponen error v. Maka terlebih dahulu akan dicari
matriks varian kovarian dari v.

Perhatikan persamaan (3) :
v=(®Ip+ Iy @B )¢

E() = E[(y®Iy)p + (I ® B™") €]

= (r®IN)E(n) + (Ir ® B"1)E(¢)

Karena u dan & yang masing-masing adalah
peubah acak berdistribusi normal, maka E(u) = 0 dan
E(g) = 0, sehingga,

E(wv)=0
Diperoleh bahwa mean dari komponen error v
adalah nol, dan
Q) = E(wv') — EW)E(W)’
=E(v')-0
= E(vv')

Diperoleh matriks varian kovarian dari komponen
error v adalah
Q =E(vv')
= E{[(u®Iy)u+ Ur  B1) €]
[(r®Iy)p+ (Ir @ B™') €]'}
Dan dengan menggunakan sifat kronecker product,
maka persamaan di atas dapat diubah menjadi:
Q =0.*[Jr ® (Tely+(B'B)"1)+(Er ® (B'B)™1)]
®)
Dengan memisalkan :
Ur® (Tely + (B'B) " 1)+(Er @ (B'B) )] =%

(6)
Maka diperoleh :
Q =022 (7
Selanjutnya akan di cari invers matriks varian
kovarian Q.
Misalkan bahwa :
2= ®[(Toly + (B'B) )] '+(Er ® (B'B)]
Perhatikan persamaan (6):
2 =[r® (TeIy+(B'B) )+(Er ® (B'B)™)]
Dengan memisalkan :
(ToIy+ (B'B)™Y) =a, j; =A, dan (B'B) = p, maka
diperoleh,
L = (AQa) + (E;®p~1) dan
2 =(A®a™) + (Er®@ p)
Sehingga,
227! = [(A®a) + (E;®@p NI[(A®a™) + (Er® p)]
= (AQa)(A®a™ ") + (A®a)(Er ® p) +
(Er®p ) (AR®a™) + (E;®p~")(Er® p)
= (A’®@aa™') + (AE;Qap)
+(ErA@p~'a") + (E;’®p~'p)
= (4’®Iy) + (A(I7 — A)®ap)
+((Ir — MHA®p™'a™") + (Er*®l)
= (4*®ly) + 0+ 0 + (E;"®ly)
= A2 + (E;"®ly)
= A% + ((Iy — A)*Q®lIy)
=A%+ (I; — 2A + AD QI
=Ir®Iy = Iy
Karena ZX~1 = Iy; maka invers dari X adalah,
2= @ [(Tely+(B'B) )] '+(E; ® (B'B)] (8)
Dan diperoleh invers dari matriks varian kovarian

adalah,

1
-1 — -1
ol=—1z

&
Kemudian akan dicari determinan dari matriks
varian kovarian Q.
Perhatikan persamaan (6), apabila X dijabarkan,
maka membentuk sebuah persamaan :

1
Z=[rrr ® (T eIy+(B'B)™1)

+(Ur —z1r17) ® (B'B)™)]
Misalkan T=2 dan N=3 maka akan diperoleh :

1 7 14 -1
I= [Elzlz ® (2pI;+(B'B)™)

1
(2 =5 121) ® (B'B)™)]
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Dimana : Dan,
2= [1] (B'B) = (Iy — pWy)'(Iy — pWy)
) 1 Misalkan,
=0 1] a b c
lz = [i } (B'B)™! = Id e fl
20 0 0 _ g h i
20I; =0 2¢ 0 Maka diperoleh,
0O 0 2¢
1 ! ! -1 1 ! 1 ! 1 -1
S22 ® (2eI;+(B'B)™! = 5 lalz ®2¢13 + Elzlz®(3 B)
I +1 1b 1 +1 1b 1
T34 3 2¢ ?73% 3 2°¢
1d +1 1 1d +1 1
2 o+ze f 3 o+ze 3f
1 1h N 1 1h +1
1 29 2 ¢T3 29 2 ¢T3
oy gy-1 —
¢34 3 2¢ ¢734 3 2¢
1d +1 1 1d N 1
2 o+ze 3 3 o+ze 3f
1 1h +1 1 1 +1
29 2 ¢T3 29 2 ¢T3
Dan,
r 1 lb 1 1 1b 1 1
24 2 2¢ T2% 73 2¢
1d 1 1 1d 1 1
2 2¢ 2f 73 2¢ ~2f
1 L 1 L
1 29 32 2t 729 T T3¢
_ - ! ’ -1 —
24 72 2¢ 2% 2 2¢
1d 1 1 ld 1 1
24 T3¢ 3/ 34 3¢ S
1 lh 1 1 1h 1.
29 73 2t 29 32 2!
Maka :
p+a b c 17 0 0
d p+e f 0 7] 0
r=| 9 h o e+i O 0 ¢
@ 0 0 p+a b 4
[ 0 Q 0 d p+e f
0 0 @ g h @+i
Sehingga Maka fungsi log likelihood dari fungsi di atas
20 +a b c a b ¢t adalah:
detX =det| d 20 + e f |det|d e fl InL = —gln(Znagz) —%lan(p1N+(B’B)‘1| +
g h 2p +i g h i 1

Atau dapat ditulis sebagai berikut:
IZ| = ITeIy+(B'B)~'|.1(B'B)~!|"*

Kemudian invers dan determinan dari matriks
varian kovarian tersebut disubsitusikan pada persamaan
fungsi likelihood (4), sehingga diperoleh:

L = [(2m)" o 2|Toly+(B'B)*|.|(B'B) 1 |"~1]~"/2
__1 iy
exp[ 202V ) v]

(T — D)In|B| -

©)

202 v'Ely

Pendugaan parameter untuk Random Effect Spatial
Error Panel Data Model diperoleh dengan cara
memaksimumkan fungsi likelihood. Hal ini akan ekivalen
dengan memaksimumkan fungsi log likelihood pada
pembahasan sebelumnya.
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Dugaan Parameter B adalah:

B=@'x)(xy)

Xy Y1 x11"
Dengan x* = X:z* .y = y:z* X, = X21" . dan
X'T* yr* Xn1"
Y11
y* = J’2:1
Ynr~

Dugaan Parameter o2 adalah:

/\Z_ZtT=let,et
O =——F—"—
NT
Langkah pertama vyang dilakukan  untuk

memperoleh dugaan parameter p dan ¢ adalah dengan
mensubsitusikan nilai dugaan dari parameter g dan o,?
ke dalam fungsi log likelihood pada persamaan (9).
sehingga akan diperoleh bentuk fungsi log likelihood
sebagai berikut:

NT 1
InL=cC- TZn ee— Elan(pIN+(B’B)_1| + (T
—1)In|B|
Dengan C = —gann—g+gln NT

Dugaan dari parameter p yang akan

memaksimumkan fungsi log likelihood diperoleh dengan

alnL . . .
cara rrale 0, dimana ¢ akan dianggap sebagai
konstanta.

dinL
dp

o[-l ine'e —SinlTo1y+(B'BY™| + (T — 1)in|B]]

dp

Karena nilai log likelihood yang diperoleh
merupakan fungsi polinomial terhadap p maka solusi p
menjadi tidak tunggal. Sehingga diperlukan suatu iterasi
numerik untuk memperoleh dugaan dari parameter p yang
akan memaksimumkan fungsi log likelihood. [5]

Pada iterasi ini  fungsi  objektif  InL
diaprosimaksikan dengan second order taylor series di
sekitar nilai awal p. Untuk log likelihood disekitar nilai
parameter awal, yaitu:

dLnL

LnL = LnL| @) + —— p—p®
p ap 0 ( )
. 9%lnL| (p-— p(l))2
dp? @) 2

Untuk memperoleh kondisi maksimum, fungsi
tersebut diturunkan terhadap parameter p dengan operasi
sebagai berikut:

0%LnlL

=
,m  0p

OZLnL|

dLnL _ dLnL

ap  dp
oLnL _ dLnlL

ap ~ 0dp

(p—pM)=0
ey

+ @ _ , =9
p@ ap? |p(1) (,D P )
dLnL

2
0°LnL (0@ — p) = —
@ ap

dap?

2

(p(z) B p(l)) _ dLnL) 0°LnL
ap 1w\ 9p?

-1
p(1>>
oLnL 0%LnlL
pm \ 9p?

-1
op p(1)>

Bila pada persamaan di atas, p® menggantikan
p™ maka akan diperoleh p® dan begitu seterusnya.
Sehingga diperoleh persamaan umumnya sebagai berikut:

-1
aLnL) 0%LnlL
dp |p(n) ap? o

Persamaan inilah yang dikenal dengan iterasi
newton rapson. Saat iterasi mencapai konvergen yaitu
ketika p™*1) = p™ atau |p™*+D) — p™| < ¢, maka hal
ini telah memenuhi syarat first order condition.

Untuk menemukan dugaan parameter dari ¢ dapat
dilakukan dengan cara yang sama dengan cara
menemukan parameter p. Dengan menemukan dugaan

dari parameter yang akan memaksimumkan fungsi log
dLnL

p@

p(2) = p(l) —

p(n+1) = p(n) _

likelihood yang diperoleh dengan : e 0, dimana p
akan  dianggap  sebagai konstanta  sehingga:
din L

d¢
0 [—%ln e'e— %lnITq)IN+(B’B)‘1| + (T — 1)ln|B|]

dp
Bila persamaan log likelihood tersebut dijabarkan
maka akan diperoleh bentuk polinomial dari ¢ sehingga
solusi untuk ¢ juga menjadi tidak tunggal. Seperti halnya
mencari penduga parameter p, maka diperlukan suatu
itersi numerik untuk mendapatkan penduga dari ¢ yang
akan memaksimumkan fungsi log likelihood.

Metode numerik yang digunakan untuk menduga
parameter ¢ ini sama seperti metode numerik Newton
Rapson Iteration untuk menduga parameter p hanya saja
parameter p diganti dengan parameter ¢ di setiap
langkahnya.

SIMPULAN
Pendugaan parameter pada tugas akhir ini
dilakukan dengan menggunakan metode maximum

likelihood. Fungsi log likelihood dari random effect
spatial error panel data model adalah,

NT 1 '
InL = —7171(2”052) - Eln|T(pIN+(B B)™!| +
(T - Din|(B) - 5T ee

Dengan menggunakan fungsi log likelihood di atas
diperoleh dugaan parameternya sebagai berikut:
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1. Dugaan Parameter B adalah B = (x* 'x*)_l(x'y*),

X, v

Dengan x* = X:Z* , Yy = y:Z* , X =
X" yr’

X11" Yi1©

xz.l* ,dan y* = YZ:l*

Xn1' YNt

2 2 — 2?:1 ece

2. Dugaan parameter g,.“ adalah g.% = =
3. Dugaan parameter p dan ¢ tidak dapat dilakukan
dengan cara manual. Untuk menduga parameter ini

diperlukan suatu iterasi numerik. Hal ini disebabkan

karena a;—’:f:o dan %—:L:O merupakan suatu
fungsi polinomial. Dimana fungsi likelihood yang

memuat kedua parameter tersebut adalah in L = € —
gln e'e —%ln|T<pIN+(B'B)_1| + (T — 1)In|B|
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