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ABSTRACT

This article describes a research about dynamicahavior of forced Duffing
oscillator, which is compared to the simple onee Tynamical behavior is focussed on
existence and stability of periodic solution andulgation arising for some external
frequences. We use averaging method and numerid@gnostic support to analyze the
dynamics. The results show that there are periodjoasi-periodic solution, and
bifurcation on the forced duffing oscillator.
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PENDAHUL UAN _ Pada situasi nyata, osil_ator Duffing
o sering berada dalam suatu sistem dimana
Osilasi merupakan fenomena yangsyp-sistemnya terkait satu sama lain.
banyak terjadi dalam kehidupan sehari-hariyisainya, suatu sistem pegas-massa berupa
Fenomena ini bisa dijumpai dalamggijiator Duffing dapat terkait dengan pegas
dinamika struktur gedung, jembatan, molgsin atau dengan suatu motor gerak dan
kul zat, detak jantung, rangakaian elekirgnengalami redaman. Salah satu situasi
nik, pendulum jam, dan lain-lain. Sebagiaryang bisa muncul adalah jika osilator
bes_ar osilasi yang terjadi itu adalah OS”aSDufﬁng dengan struktur elastis teredam
taklinear. . ditarik dengan gaya eksternal yang cukup
 Banyak persamaan matematika telalhesar sehingga efek elastisitas taklinear
dibuat untuk memodelkan osilasi takllnearcukup signifikan. Persamaan yang muncul
Salah satunya adalah persamaan Duffingkan berupa persamaan non-autonomous
yang berbentuk sehingga dinamikanya mungkin berbeda
X+ x+ax" =0 dengan osilator Duffing yang autonomous.
yang dimunculkan pertama kali tahunJadi, masalah dalam penelitian ini adalah
1918. Persamaan (osilator Duffing) inibagaimana perilaku dinamik dari osilator
dibuat untuk memodelkan sistem yangDuffing dengan pengaruh gaya luar dalam
memuat gaya reaksi balik, misalnya pegakonteks perturbasi.
atau benda elastik lain. Persamaan ini
kadang-kadang juga digunakan untuk METODE PENELITIAN

aproksimasi gerak pendulum. , Penelitian ini merupakan penelitian

. _Dlpandang sebaga|_ suatu - sisteMeyitis  dimana peneliti  mengkaji dan
dinamik, persamaan Duffing merupakanyqngqinakan teori-teori yang relevan
suatu sistem konservatif yang mempef,n,i” memperoleh jawaban dari perma
tahankan kekekalan energi. Persamaan igialahan. Adapun proses kerja yang
menampilkan ~ fenomena  ketakstabilanyiiskukan  adalah menetapkan bentuk
keberadaan solusi periodik, bif“rkaSiumumforced duffing oscillatar mengana

terhadap parametef dan pemisahan solusi is5  dinamika sistem yang meliputi

periodik ~dan solusi takterbatas olehyeparadaan dan kestabilan solusi periodik,
separatriks (Rand, 2003). bifurkasi, dan attractor; menggunakan
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metode diagnostik dan numerik untuk Secara umum, osilator duffing yang
mendukung hasil analisis; menyimpulkandiberi gaya luar dalam konteks perturbasi

perilaku dinamik yang terjadi. berbentuk
PEMBAHASAN
¥+ x+ scx+ sax?= sFcoswt 1)

denganc, F > 0. Parametec menyatakan parameters berupa bilangan positif kecil

koefisian redaman, parameter w yang menyatakan perturbasi.

menyatakan frekuensi gaya luar, darBentuk persamaan (1) dapat diubah
menjadi bentuk berikut:

i+ x= g(—ci— ax®+F coswt) (2)
Bentuk ini merupakan bentuk khusus dari
% + wix =e(ct —ax®+ F coswt) 3

Persamaan (1) dapat juga dipandang
dalam bentuk sistem  persamaan
differensial orde satu, yaitu

E=vy

J::r = —x — E(—C_’i’ — ﬂf.’xs — F C‘O.S'ﬁ-_ﬂtj (4)

Karena (4) non-autonomous, yang ditandayang akan diberikan akan berubah seiring
dengan sukucogqwt), bidang fasenya perubahan waktu. Sistem (1) dapat dibuat
bukan lagi arena yang mudah diinvestigashutonomous dengan menaikkan dimensinya
karena medan vektornya pada suatu titiknenjadi tiga, misalnya menjadi sistem

_'i':'L:l

y=—x—ECcy — sax? +eFcosz

Untuk menganalisa dinamika, pemetaamibandingkan dengan sifat-sifat osilator
Poincare dapat diandalkan untuk melihaDuffing.

sistem tiga dimensi dalam dua dimensMisalkan

(Verhulst, 1996), tetapi ini hanya untukx = r cos (wt+ @)

kasusF=0. UntukF > O diperlukan metode i = —rw sin (wt + @)

yang lain untuk mengamati dinamikaadalah solusi persamaan (1). Diharapkan,

sistem. solusi hampirannya juga mendekati bentuk
Pada pembahasan ini pertama-tamsolusi ini.
akan diselidiki keujudan dari solusi Dengan menggunakan tranformasi

periodik. Selanjutnya, akan diselidiki di atas pada sistem (4), diperoleh sistem
kestabilan dan bifurkasi dari solusi periodikpersamaan yang periodik dengan periode
yang terbentuk dan kemudian akargz ygity

£ Ein -::..r+¢}[r:r:..| sinfcrt @l—ar: cost (wet |?:|+.Fl:ﬂj':r.'|.lt:]

F=—
o
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FCOE |:mr+q:~][r.rn.l sinfwtt@) —ar” cos” (wt+e) +Fc m(mr}]

¢ =— (6)

L=

1. Solusi Periodik bentuk baku metode perataan (Fong, 1999).
Dalam menganalisa  dinamika Dengan menggunakan metode perataan

sistem, perlu dilakukan penyederhanaapada persamaan (6), diperoleh sistem

sistem. Untuk itu, dapat digunakan metodéerikut

perataan yang mentransformasi sistem ke

. E e 1
F=————:zFsin(p)
rd i
] - .
. Jeor —4sFoosig) 3 2 sFcos(@)
_— - - —Ear —-———
¥ Sowr B 2ear (7)

Dari persamaan (7) diperoleh titik eksistensi solusi periodik dari (I)}.dang,
tetap P = (r;, ¢.) yang berkaitan dengan memenuhi persamaan
wer, = —Fsin(g,)

3o

TT'EE = Feos(p,_) (8)

Untuk memastikan eksistensi solusiPandang matriks Jacobian untuk sistem (7),
periodik dan melihat kestabilannya, akaryaitu
dilakukan linearisasi disekitar titik tetap.

B3| 0

F
— - cos(g)
= 2 N )

3 F Fo,
Jar + E cos(p) ;sm(cp]

Linearisasi disekitar titik tetap P mensubsitusikan persamaan-persamaan (8)
akan memberikan matriks Jacobigrnydng diperoleh
merupakan evaluasi pada titik P. Dengan

r c F

_ -3 —ECOS(%)

L. =] 3 F F
— o, + ——cos(e,) sin(e,)
L4 = T,
_& _3omg

_ 2 B

- g9 - (10)
S ar; N

Nilai eigen dari d diperoleh dari persamaan
karakteristik

Bta+(S4EmEn) g (11)

2 Bw Bw

atau dalam bentuk yang lebih sederhana

.19+c,1+[2—1+M]=n (12)

Bdw*

Akibatnya, diperoleh akar-akar
karakteristik (nilai eigen) dari matriks J

by, = —S+y—2728 (13)

Bow
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Kedua nilai eigen ini, untuk semual1996) yang kalau diproyeksikan dengan
nilai &, akan memiliki bagian real yang pemetaan Poincare membentuk sebuah
negatif. Jika semua bagian real negatiftitik. Gambar 1 memperlihatkan pemetaan
maka solusi periodik akan stabil asimtotikPoincare yang konvergen ke suatu titik. Ini
untuk £ cukup kecil (Sanders, 1985). Jadi,menunjukkan eksistensi solusi periodik.
terdapat solusi periodik yang stabilSementara Gambar 2 memperlihatkan
asimtotik dan parameter a tidak untuk salah satu nilai awal, solusi hampiran
memunculkan bifurkasi pada dinamikayang periodik, sementara untuk dua nilai
sistem. awal lain amplitudonya makin membesar.

Solusi periodik terkait dengan
lintasan tertutup di bidang fase (Verhulst,

2

15} L . ,

05F . . E@‘-: : ,

0.5]- ‘. : E

1 I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Gambar 1. Pemetaan Poncare unteld, c=0,7 ,a=1, F=6, ¢=0,01.

Gambar 2. Potretfase untuke1, c=0,7 ,a=1, F=6, ¢=0,01.
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2. Tanpa Redaman

Dalam kasus tidak ada redaman
atauc = 0, persamaan menjadi

¥+ x +eax? = sFcos(wt) (14)

Dengan transformasi yang sama dengan
sebelumnya, diperoleh sistem persamaan

1
F=——2¢cFsin(g)
20

sart —4zFcos( 2 sFeos(
¢ = — =T Btf (@) — isrxr‘ — —Fﬂm:lp} (15)
Dari persamaan (15) diperoleh dua, . . s [aF s [-aF
titik tetap Py = (r1, 0) danP, = (r,,m) yang dari (14) dimanay = A 3a danz, = NES
berkaitan dengan eksistensi solusi periodikang masing-masing memenuhi
3
Jawry = (16)
%rxwrf =—F (17)
Titik tetap P; berkaitan dengan solusi
hampiran untuk (14) . = f i
p x, =1, cos(wt+ @,) = |—cns[mt + 1)
berupa N
s [aF yang jika diturunkan menjadi
T 3a —
i, = ——sin(wt +¢,) = — AL sin(wt) 5-||—4F
o =

» . . _ I _ Ndw
sementara titik tetaf’, berkaitan dengan *z = —;Slﬂ(mt‘l'%] == sin(ewt + )

solusi hampiran Linierisasi  disekitar titikk P; akan

memberikan matriks Jacobigi

0 _,,i 0 _ En:rf'
Ip, = |3 o= e (18)
- —ary + 0 2“7’1 0

Zoo Zaary

Nilai eigen dari ], diperoleh dari
persamaan karakteristik

27 a” rf

A+ —==10 (19)
Akibatnya, diperoleh akar-akar
karakteristik (nilai eigen) dari matrilig,
dp= =27 02

Kedua nilai eigen ini, untuk semuaadalah non-hiperbolik sehingga belum bisa
nilai o, memiliki bagian real yang nol atau disimpulkan eksistensi solusi periodik yang
dikatakan memiliki nilai eigen kompleks berkaitan dengan titik tetap,. Untuk itu,
murni. Hasil ini menunjukkan titik P,
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akan digunakan metode diagnostik, yaitu Demikian juga linierisasi disekitar

pemetaan Poincér titik tetap P, akan memberikan matriks
Jacobianp_
0 % 0 _ Hﬁrf
In, = |2 F =15 ® (21)
E an = En.lr'._:" 0 Efrrl 0

Disini terlihat bahwa 5 = g,
sehingga nilai eigen dari matrik_juga

berupa
AL: = i‘u'l_z?ﬁ?r; (22)
Kedua nilai eigen ini, untuk semual. K q arak _=far dari titik
nilai o, juga memiliki bagian real yang nol ''"dkaran dengan jara R ar tit

sehingga titik P, titik non-hiperbolik. (0,0), maka untukt = 2km,k =1,2,...
Untuk bisa menyimpulkan eksistensi solusperlaku x(2km)# a dan i(2km) % b,
periodik yang berkaitan dengan titik tetapnamun (x(2km), x(2kn)) terletak pada
P, juga akan digunakan pemetaan Poi&car ingkaran yang sama. Solusi tersebut
Gambar 3 memperlihatkan, solusimerupakan solusi yang hampir periodik
(quasi-periodik) Jadi, pada kasus tidak ada
redaman diperoleh dua solusi quasi-
titik (0,0) bukan merupakan solusi periodik.periodik. Potretfase untuk kasus ini dapat
Pada kasus ini jika diberikan nilai awaldilihat pada Gambar 4.
x(0)=a,x(0)=>b yang terletak pada

ks
(x. %) yang terletak pada jarak= ;ﬂ% dari

25
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Gambar 3. Pemetaan Poncare untelt, c=0 ,a=1, F=6,¢=0,01.
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Gambar 4. Potretfase untulkel, c=0 ,a=1, F=6, ¢=0,01.

3. Attractor

Pertanyaan berikutnya adalalrap
ping region” dari sistem ini. Untuk
memeriksa keberadaannya, diperlukan sua
tu fungsi khusus yang disebut fungsi
Lyapunov (Hale, 1991). Pandang lagi
persamaan (4).

x=y

y=—x—¢g(—ct —ax® — Fcoswt)

Fungsi Lyapunov yang dipilih dalam hal ini
adalah

z
&

L(x,v) =$+vx}r—7—|-x4—z, O0<v<ec. (23)
Fungsi tingkatL(x,y) = C akan D = {(x,y)IL(x,¥) €} dan batasnya
berbentuk elips untukC cukup besar. aD = {(x,v)|L(x,v) = C}
Misalkan untuk C cukup besar, kita

definisikan suatu daerah Maka semua medan vektor sistem

(4) akan melewatidD ke arah dalam
seperti diperlihatkan berikut

VL-(%,7) = (vww—x + 2%,y +vx) - (v,x — g(ax® + ey — F cos(wt))

=vy? —xy+ v+ xy+vx’ — e(ayx® + ave® + cv? + cvay — yFeos(wt)

—vxFcos(wt))
=(v— ec)v®+ eFcos(wt) (v + vx) + vx?(1— sax?) + x3y(1— sa) — scvxy
< —(sc —v)y? 4 sF|ly + vx| — va?(zax? — 1) + |x3vI(1L — =a) + =ev|xy| (24)

Sepanjang sumby-dimanax = 0,
pernyataan di atas akan berbentuk

VL-(x,v) = —(sc —v)yE L =F|y| (25)

EKSAKTA Vol. 1 Tahun XIII Februari 2012 59



dimana untuk y cukup besar, karana sc, sumbux, dimanay = 0, akan diperoleh
akan Dbernilai negatif. Juga sepanjang

VL (%,7) < &F lvx| — vx®(zax® — 1) (26)

dimana untukx cukup besar juga akan bernilai negatif. Ini meokkgn bahwa
VL - (x,v) < 0 padadD.
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