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ABSTRACT

Given SIR epidemic model with nonlinear insidence rate BI2S. We investigated an
existences and stability of free equilibrium state and endemic state. We proved that there
are one of free equilibrium state with globally stable and two endemic states with locally
stable under a condition.
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PENDAHULUAN [ PS? adalah untuk mengakomodasi

Model epidemi SIR pertama kali kondisi bahwa asumsi homogenitas pada
diperkenalkan oleh Kermack & populasi belum tentu valid. Alasan yang
Mckendrick pada tahun 1927. Model inilain, adanya pertimbangan efek kejenuhan
disusun secara deterministik  untuk(saturation effect), yaitu jika jumlah sakit
menggambarkan sifat penyebaran penyakigangat tinggi sedemikian hingga individu
Model ini merupakan dasar dari munculnyayang rentan menjadi individu sakit sangat
model-model lain seperti SIRS, SEIR,mungkin terjadi maka pada titik tertentu
SEIRS, SIS, dan sebagainya. Pada masintpiu insidensi penularan akan menurun.
masing model tersebut masih menggunakan Penggantian laju insidensi
laju insidensi penularan penyakit bilinear,penularan bilinear menjadi  nonlinear
yaitu linear dalam IS berbentuk SIS berbentuk A PS*, menyebabkan banyak
dengan 8 menyatakan laju kontak perkasifat-sifat dinamik yang bisa dipelajari.
pita, | menyatakan jumlah individu sakit, Korobeinikov. —dan ~ Maini  (2004)
dan S menyatakan jumlah individu rerltan_mempelajarlHS|fat-S|fat dinamik model SIR
Laju insidensi penularan bilineardls dan SEIR jika 0< p< 1 menggunakan
mengasumsikan ~ homogenitas  dalanfungsi Lyapunov. Sementara itu, Li dan Yu
populasi dan prinsip aktivitas massa, yait42006) mempelajari - sifat-sifat -~ dinamik
jumlah kejadian individu rentan menjadimodel SEIR jikap > Imenggunakan Hopf
sakit tergantung dari proporsi kelas Bifurkasi. Selanjutnya Li, Wang dan Yu

Pada tahun 1987 Liu, dkk (2010) mempelajari model SEIR untuk
mengajukan bentuk lain laju insidensip>1 menggunakan fungsi Lyapunov.
penularan  penyakit nonlinear yaituLahrous (2011) mempelajari model SIRS
g(1)S? = A PS?, dengan p, q bilangan menggunakan fungsi Lyapunov untuk
positif, sebagai bentuk umum dari lajuP=2
insidensi penularan bilinear. Jika=q=1 Pada penelitian ini, model yang
maka laju insidensi penularan menjaddibahas adalah model SIR dengan laju
bentuk bilinear. Alasan penggantian lajuinsidensi  penularan A°S  dengan
insidensi penularan penyakflS menjadi menggunakan fungsi Lyapunov. Dalam hal
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ini diselidiki eksistensi dan kestabilan titik mempunyai penyelesaian tunggal x(t) pada
ekuilibrium bebas penyakit dan endemikinterval [-a,a].

penyakit.
Sistem Persamaan Diferensial

Diberikan fungsix :0,, - 0O, x
diferensiabel padal, , untuk i =12,...,n,
x:0,, - 0", dengan x=(x,%,,....%, ),
X = (X, %,,...,%, ) ,dan
f:EODO" - 0O,i=22..,n

Selanjutnya dibentuk
Persamaan Diferensial

_ (1)
X, = F (X, X e X, ),

Dengan kondisi awal
X (ty) = Xio, 1 =12,.....0.
Sistem (1) dapat ditulis menjadi
x=1(x), 2)
dengarn = (X, X,,....., x,)OE,
f=(f,f,. ..., f) dan kondisi awal
X(to) = (X101 Xap1-++-1%n0) -

Solusi Sistem (2) diberikan oleh
dan

Definisi 1, sedangkan eksistensi

Berikut didefinisikan titik
ekuilibrium Sistem (2) dan kestabilannya

Definisi 2 ( Perko, 1991)

Titik xO0O" disebut titik ekuilibrium
Sstem (2.2.2) jika f(X)=0.

Definisi 3 ( Wiggins, 1990 )

Titik ekuilibrium XOO" Ssem  (2)

a. Sabil lokal jika untuk setiap &£>0
terdapat o0 >0 sedemkian hingga
untuk setiap solusi Sstem (2.2.2) x(t)

yang memenuhi [x(t,) - X|<J maka

berakibat [ x(t) - X| <& untuk setiap
t>t,.

b. Sabil asimtotik lokal jika titik
ekuilibrium X OO" stabil dan terdapat
bilangan J, >0 sehingga untuk setiap
solusi X(t) yang memenuhi
[x(t,)-X|<d,  maka  berakibat
lim, . x(t) =X.

c. Tidak stabil jika titik ekuilibrium

xOO" tak memenuhi a.
Jika untuk sembarang titik awal,

ketunggalannya dijamin oleh Teorema Igg|ysi sistem persamaan diferensiat ()

berikut ini
Definisi 1 ( Perko, 1991)

Diberikan EOR", E dan
f. OCY(E,0), i =12,.....1n. Vektor
x(t)OO" disebut penyelesaian Sstem (2)
pada interval | jika x(t) diferensiabel pada
| dan Xx= f(x(t)) untuk setiap tO1 dan
Xt)OE.

Teorema 1 ( Perko, 1991)

Jika EOO", E terbuka,

f OCYE,0), i=12,....,n dan x,0E
maka terdapat a>O0sehingga masalah
nilai awal x= f(x) dengan x(0) =X,

terbuka,
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berada dekat dengan titik ekuilibrium
xOO" maka titik ekuilibrium xOO"

stabil global. Sementara itu jika untuk
sembarang tittkk awal, solusi sistem
persamaan diferensiak t ( perada dekat

dengan titik ekuilibriumx 00" danuntukt
membesar menuju tak hinggaxt ()
konvergen ke XxOO", maka titik
ekuilibrium x0O0O" stabil asimtotik
global.

Di bawah ini diberikan sistem
persamaan diferensial yang linear dan
nonlinear. Diberikan Sistem linear

x=f(x), 3)
denganEO0O", dan f:E - O" fungsi
kontinu pada E. Sistem (3) dapat
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dinyatakan dalam bentuk matriks Mx,
denganxJE danM matriks ukuramxn.
Diberikan Sistem nonlinear

x=f(x) (4)
denganEOO", dan f:E - O" fungsi
kontinu pad&E. Perilaku solusi pada sekitar
titik  ekuilibrium  Sistem (4) dapat

dengan  vektor
multiplisitas A, .
Jika terdapat

eigen  sebanyak

nilai eigen matriks
Jacobian  Jf ()‘() yang mempunyai
bagian real positif, maka titik
ekuilibrium X dari Sstem (4) tak stabil

ditentukan melalui linearisasi pada sekitaFungsi Lyapunov

titik ekuilibrium sistem tersebut.
Definisi 4 (Kocak, 1991)

Diberikan fungs: f =(f,, f,,.....,f,) pada
Sstem (4) dengan
f OC'(E,0),i=12,.....,n. Matriks
_ - a.
of, - of, _ of, _
— (X — (X — (X
6x1() aXZ() aXn()
of, . of, _ o, o lp
_ — (X — (X — (X .
(%) = 6x1() aXZ() aXn()
of _ of of
n (X n (X n (X
_axl() aXz() ax,,()_
)

dinamakan Matriks Jacobian di titik X .
Definisi 5 (Perko, 1991 )

Diberikan matriks Jacobian Jf ()‘() pada

(5). Sstem linear x=Jf(X)x, disebut

linearisasi Sstem (4) disekitar titik X .
Dengan  menggunakan

Jacobian Jf(X), sifat kestabilan titik

ekuilibrium X dapat diketahui asalkan titik

tersebut hiperbolik.

Definisi 6 (Perko, 1991 )

Titik ekuilibrium X disebut titik ekuilibrium

hiperbolik jika semua nilai eigen Jf (X)

mempunyai bagian real tak nol.

Teorema 2 (Olsder, 1994)

Jika matriks  Jacobian  Jf(X)
mempunyai ReA <0 untuk
i=12...,n, maka X dari Sstem (4)
stabil asimtotik lokal. Jika ReA, <0
untuk i =212,...,n, maka X stabil dan
untuk nilai eigen ReA, = 0bersesuaian

a.
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matriks

Definisi 7 ( Luenberger, 1979)
Diberikan Sstem (4)
ekuilibriumnya.
fungs V:EOO" - O disebut
Lyapunov jika memenuhi
v oOc(g,0)
Titik  ekuilibrium
minimum tunggal
V(x) <0 untuk setiap xJ E .

dan X titik

fungs

X merupakan titik

Teorema 3 ( Luenberger, 1990)

Jika V fungs Lyapunov dan X titik
ekuilibrium Sstem (4) sedemikian hingga
a. V terdefinisi pada "

b. V(x) <0 untuk setiap X # X

c. x| - o berakibat V(x) - e

maka titik ekuilibrium X stabil
asimtotik global.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan penelitian
dasar (teoritis) dengan mengkaji dan me
ngembangkan jurnal yang telah ada. Teori-
teori yang relevan pada tulisan ini adalah
sistem persamaan diferensial, linierisasi
sistem, titik ekuilibrium dan kestabilan.
Titik ekuilibrium model ditentukan dengan
menganalisis sistem persamaan diferensial
model. Selanjutnya kestabilan titik ekuilib
rium tersebut diselidiki dengan mengguna
kan fungsi Lyapunov atau kriteria nilai
eigen.

HASIL DAN PEMBAHASAN
1. Pembentukan Model

Populasi dibagi menjadi 3 kelas: kelas
S (rentan) menyatakan kelas individu yang
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rentan terjangkit penyakit, kelds (sakit) dI

menyatakan kelas individu yang sudah tery; =A S—(,u+a)| ' (6.0)
jangkit penyakit dan memiliki kemampuan y4r
menularkan penyakit ke kelé® Kelas R E=Gl - LR, (6.)

(sembuh) menyatakan kelas individu yang : .
: : Daerah penyelesaian Sistem (6)
telah sembuh dari penyakit dan memlllkladalah himpunan:

kekebalan tetap sehingga tidak masuk da- _{ s _]}
lam kelas rentan lagi. Jik&(t) 1 (t), Rt) 't~ USTRIOL,:0<S1,R<1 S+I+R=

berturut-turut menyatakan proporsi kelasKarenaR=1-1-S  dapat  diketahui

kelas rentan, sakit dan sembuh pada saatsetelah 1,S  ditentukan maka untuk

maka didapat hubungan: sementara R diabaikan. Misalkan

S(t)+1(t)+R(t)=1 d=a+u, diperoleh 2 Persamaan
o ) Diferensial

Pada penelitian ini diasumsikan: ds ,

a. Dalam populasi terjadi proses kelahirana=/~l—,6’| S-S, (7.a)
dengan laju kelahiran bernilai konstan
yaitu b>0 dan proses kematian alamiﬂzlm 25-4 , (7.b)
(yaitu kematian yang tidak disebabkan dt _ '
oleh penyakit yang sedang dibicarakan) Daerah penyelesaian untuk Sistem

dengan laju kematian bernilai konstar(7) adalah
yaitu p>0. Dalam makalah ini T, ={(S,|)DDE,O 05,11, S+ S]}.
diasumsikan bahwh = 4.

b. Laju insidensi penularan penyakit
berbentuk A2?S dengan B>0 ekuilibrium Model SIR

menyatakan laju kontak perkapita. Teorema 1
c. Individu yang telah sembuh memilikia, Sstem (7) mempunyai satu titik
kekebalan yang tetap sehingga tidak ekuilibrium bebas penyakit
masuk ke kelas rentan lagi dengan laju Q, =(S,.1,)=(10).
kesembuhan bernilai konstan yaitub. Sstem  (7) memiliki  dua titik
a>0. v . . v
d. Setiap kelahiran masuk ke kelas rentan. ekU|I|bAr|umA Aendemlk Q :(S 3 2
Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut  dan Q=(S,I) dengan | dan |

2. Eksistens dan Kestabilan titik

didapat diagram alir model SIR: masing-masing merupakan  akar

oositit  dari ZFH 1221 +2 =0,
M A?S a H B
>S » —» R . o .
dengan S =1-—1, dan
Y7
§=1-97.
Y7
H H g Bukti:

Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut

, D +a. Jikal = 0, maka dari Persamaan (7.a)
didapat model SIR dengan laju insidensi

penularan nonlinear : dlperolzeh
ds ) L B°S-18=0.
a:/j—ﬂ S_/'ISI (68) ﬂ_ﬂ.ozs—ﬂS:0:Szl
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b. Jika | #0, maka dari Persamaan (7.b), A’S=4 -« AS=0
[?S-d =0 dan dari hubungan
- ,61(1——””’@:5
7,

S+1+R=1, Rzzl, atau
Y7
a+u _ ©|_a_+'u|2_é=0
S=1-—=1, diperoleh Y7 4
SOt 140 g
H B
Akar-akar | yang didapat adalah:
s[5
| = H 14
1,2 2
S Y - |
2 2 U B
2
@llzzlil 1_4(0’+,u)
' 2 2 HB
L MB *NJuPB-4a’uB -8au PP - 4u’p
2B (a + u) '
dn [ = X - JHPB P -4atuB -8au (B - 4u’p _
2B (a + u)

Jelas bahwal” dan | ada, sehingga

idapat V(S 1)=(s-S'Ing)+ |£1+'I;j

. a+pl o a_. a+uc (®)
s =1-27H, danSzl—T/Jl.:_} dengan (10) titik ekuilibrium bebas

U . .
Karena untuk | #0 diperoleh Sz0, Penyakit Substitus(1,0) ke Persamaan (8)

daerah penyelesain Sistem (7) untug 0 Menjadi:

adalah N V(S,1)=(S-InS)+I 9)
r ={(S’I)DD+ 10<S,1 <1 S+l Sl}D K Akan ditunjukkan V merupakan

fungsi Lyapunov pada domainy

Teorema 2
a. Ttitik ekuilibrium bebas penyakit _ _ . . :
Q, = (lO) stabil asimtotik global. V diferensiabel ko.ntlnu padg, ang& (9)
mempunyai turunan parsial :
b. Jika I'>—*_ maka Q =(S',1") N1
H+a N _q-2 (10.a)
stabil asimtotik lokal. Hal yang serupa 0S S
berlaku untuk Q= (S,1) . Ny (10.b)
! al
Bukt v . 1 oV
a. Jika % =19 pidefinisikan fungsi Fungsi g ~1-g =9 dan —-=1,
V:I; - O dengan rumus: masing-masing adalah fungsi yang kontinu
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padal,, sehingga fungsV adalah fungsi

differensibel kontinu pada, .
Dengan menyelesaikan Persamaan Solusi(S,1)0T; .

ii. Ditunjukkan i—YsO untuk setiap

oV . . . Turunan  dari V  terhadap t
s =0, diperoleh titik kritis yang ity d_V_d_V@ aval

ternyata sama dengan titik ekuilibrium dt o0Sadt dl ot

(20).

=(u-A’s- ;5{1—-) A?s-4a)

i. Titk ekuilibrium (10)  minimum

global. Turunan parsial kedua dari 2 _ + +A2S-4
V(S,1) adalah SHoPIS St ATt

VIS _ 1 aVASI)_ =_["S+sj+ﬁ' -
2 T o2 : —

_ _65 S 0°! o Misalkanf(l)"glz_d,makaf(l)<0
Ditunjukkan bahwa (10) titikk minimum 5
global, yang ekuivalen dengan menunjukintuk |D(0,—j- Diperoleh bahwaV
kan bahwaV % |, inerupakan fungsi kon B
veks padd’, . Y
Matriks Hessian di titi{1,0) dari fungsi ~ terdefinisi padarl, dan o 0 hanya

merupakan  fungsi  Lyapunov  yang

V adalah dipenuhi pada titik ekuilibrium (10).
H(LO):(l Oj_ (11) Berdasarkan Teorema 3 maka titik
00 ekuilibrium (1,0) stabil asimtotik global.

Matriks Hessian (11) semidefinit positif Titik equilibrium endemik(S,1")

karena nilai eigen-nilai eigennyd, =1>0 Matriks Jacobi untuk Sistem (3) adalah:
dan A, =0. Diperoleh bahwaV §l, )

fungsi konveks padd’,, sehingga (10)
merupakan titik minimum global.

“AC-y —2A°S
o

Jf(s,l):[ A s

_A -y —2,61*(1—a+ﬂl*]
U
A 2@*(1——”+/”|*J—5
U

Diperoleh persamaan karaktristik(S™,17) :

(1+(a +u){;| —[2/31*(1—”—;‘“ *j—aj}zm *3(1—”—7’|*j:0
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- Az—(ZM*(l—a;’ul*J—Jj/] +(az+uh-(a *2+y{2,51*(1—a;”|*j—5j+

2ﬂ2|*3[1—a—”’|*j=0
U

- /]2+(,[)1*2+ﬂ+5—2ﬂ*(1—a;ﬂ|*JJ/]—(IHI*2+,U{2,[)1*(1—G+'U|*J—5J+

2ﬂ2|*3(1—a+/”’|*j=0.
U

Akar-akar karakteristiknya dapat dihitung sebagsiluit:

Az =—£[ﬂ*2+ﬂ+5-2[>1*(1—a+”|*D ilﬁ[ﬂ*z+,u+5—2,[ﬂ*(1—a+’ul*n
2 7 2

U

1

2
va(p” +u{2,31*(1— a+'ul*j—5J—2,82| *{pﬂ.*]
H H
Diperoleh bahwa:

(a2 +,u{2,3|*(1—ul*j—5]—2ﬁzl *3(1—a—”’|*j
H U

zzﬂﬂ@@_gigrj_dﬂQ+&¢r@_a+ﬂrj_@k2ﬂq%ﬁ_a+yrj
H u P

=—5,31*2+2y,31*[1—&/|*j—5ﬁ

H , maka sehingga bagian real akar-ak4r, adalah
H+a

Jikal >

2 negatif. Terbukti untuk ™ > M Titik
| D <0

—lzﬂ?+u+a>zﬂ*@—€iﬁ.* pra
2 H equilibrium endemik stabil asimtotik lokal.

_a+p

dan—5[>1*2+2u,[>1*(1 I*j—5ﬁ<0,
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