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ABSTRACT

A limit function of a sequence of integrable function is also integrable on the same
interval and in the same sense and some convergence theorems of Henstock non linear
integral of Banach valued function, that is uniform convergence J, - convergence.The
main result of a research to find out sufficient conditionsin order that a limit function of
a sequence of integrable function is also integrable Henstock non linear integral in Ba-
nach valued function.
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PENDAHUL UAN fungSi fn terintegral pada [a, b] dan
Kekonvergenan dari integral telahbarlsan fungsi {f,} konvergen ke f

dikaji oleh para peneliti dari fungsi bernilaihampir dimana-mana pada [a, b], maka
real. Di antaranya : Liao (1987) menelaatfyarat cukup apakah yang diperlukan agar
penghalus konvergensi terkendali inegrafungsi f juga terintegral pada selang yang
Henstock, Gordon (1990) menyusunsama dan
teorema konvergensi terkendali dengan RY A2

pendekatan lain, Soedijono  (1993)liM (R )J. fn(t)dt:(R )J'hm fn(t)dt

menelaah teorema konvergensi integral 2 2

Henstock aproksimasi, Bartle (1994) Sebelum ~ membahas  teorema
menyusun teorema konvergensi itlakkekonvergenan integral — non linear

integral Riemann. Darmawijaya (2002)Henstock  terlebih ~dahulu  dibahas
menyusun teoremakekonvergenan Hens pengertian dan sifat-sifat dasar yang akan
tock ke konvergenan fungsi yangdigunakan sebagai landasan dalam pemba

terintegral pada suatu selang. hasan tentang hasil penelitian. Sebagian
Namun teorema-teorema  kekonMateri merupakan materi dari buku-buku

vergenan tersebut di atas hanya ditinja@"2/iSis yang ada dalam daftar pustaka.

dari fungsi bernilai real. Barisan fungsinya©leh karena itu = sifat-sifatnya tidak

berada dalam ruang bernorma, tidailiPuktikan kecuali dianggap penting.
diselidiki apakah ruang bernormanya_ .. _ .
lengkap. Suatu ruang bernor ma dikatakaﬁ>artIS| 8-fine . .

lengkap, jika dikaji dalam fungsi bernilai Integral Heinstock dISUSUI‘l. secara
Banach. Kekonvergenan dari integral lebi onstruktif berdasarkan pengertian - jum

banyak dan luas kajiannya jika dibahas dacﬁgant Eielmﬁnfn atas Sl.Jt%tu gartisil yang
fungsi bernilai Banach. Untuk itu perlu Ibentux o'en TUngsi positib pada selang

diselidiki jika ruang bernormanya Iengkaloterkaut. Partisi tersebut dinamakan pardisi

maka barisan fungsinya berada dalantline dan didefinisikan sebagai berikut.

ruang Banach. Berdasarkan temuan di atas
akan diselidiki untuk setiap n berlaku
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Definisi 1: (Lee, P. Y,1989, h.3) Suatu fungsi ukura didefinisikan
Diketahui J:[a,b] -~ R merupakan dengan memenuhi sifat-sifat (N4) dan

fungsi positif. Partisi (N5).

D={a=2;,a,... 21,8, b’fl.’fz """ &) digunakan dalam pembahasan adalah
selang [a, b] yang memenuhi barisan fungsi konvergen seragam. Barisan
&-0l¢)<a_ <& <a <& +a(¢) fungsi tersebut dapat diperoleh dari barisan
Untuk semua i = 1, 2, ..., n, disebutfungsi konvergen hampir dimana-mana dan
partisié-fine (8-fine partition) selang [a, b]. dirumuskan dalam teorema di bawah ini.
Untuk menyingkat penulisan, partisi D
dituliskan dengan{([u,v]);&}, denganz Teorema 3 : ( Teorema Egoroff, Cao :
titik ukuran (gauge point) dan [u, V] selanglggz) ) ) _
ukuran (gauge integral). . Diketahui fungsi § : [a, bJ — X
setiap n, dan f : [a, b}> X. Jika {f}

Salah satu konsep yang banyak

Teorema 2: (Lee, P. Y,1989, h.4) konvergen ke f hampir dimana-mana pada
Untuk sebarang fungsi positfpada [a, b] maka untuk setiap bilangan< 0 ada
[a, b] terdapat partisi-fine pada [a, b]. himpunan terbuka E dengar( E ) <n

Integral Henstock disusun secaras€hingga { f } konvergen seragam ke f
konstruktif berdasarkan partiifine yang Pada [a, b] —E.
eksistensinya dijamin oleh Teorema 2 ke-
mudian dengan menggunakan pengertian METODE PENELITIAN

fungsi ukuran®, disusun pengertian inte- Penelitian ini merupakan penelitian
gral non linear Henstock fungsi bernilaiteoritik atau penelitian kepustakaan,
Banach. dimulai dengan mempelajari beberapa

Untuk selanjutnya agar integral nonkarya ilmiah yang disajikan dalam bentuk
linear Henstock mempunyai sifat-sifat yangurnal, ataupun buku. Hasilnya disajikan
aplikatif dan eksistensinya mudah diperodalam bentuk teori integral yang memuat
leh, maka fungsi ukura® perlu memenuhi definisi-definisi dan teorema-teorema yang

Syarat-syarat : dilengkapi bukti.
(N4) Jika diberikan bilangan M > 0 Adapun konsep kerjanya sebagai
dan bilangare > 0 terdapat bilangan > 0  berikut :
sehingga berlaku 1. Menentukan barisan fungsi §f
P P konvergen ke fungsi f hampir dimana-
Z‘D(Xu'i)‘zq’(yi,'i)( <& mana pada selang [a, b].
=1 =1 2. Menentukan barisan fungsi }f
asalkan |x -y;| <n.[x|<M dan terintegral non linear Henstock pada
. _ selang [a,b].
[l IS.M (! - 1’. 2, P)dan il ..., b} 3. Menyelidiki syarat cukup agar f terin-
partisi bagian di dalam [a, b]. tegral non linear Henstock pada selang

(N5) Jika diberikan bilangan M > 0 [a,b].
dan bilangar: > 0 terdapat bilangad> 0 4 Menyelidiki kekonvergenan barisan

P . : )
sehingga berlak“12¢(>q,li)(<g fungsi yang terintegral non linear

— Henstock.
K - | | Membuktikan bahwa fungsi f
asalkan {l, lz, ..., b} selang-selang yoijnteqgral non linear Henstock sama

t"’;k tumpang tindih di dalam [a, b] dengar'dengan limit barisan fungsi yang terintegral
Z/”’(li) <ddan|x[sM (i=1,2,..,p) Non linear Henstock.
i=1
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HASIL DAN PEMBAHASAN R,[a,b] menotasikan himpunan

1. Integral Non Linear Henstock semua fungsi terintegra®, pada [a, b].

Integral Henstock disusun secaraymumnya fungsi® tidak linear sehingga

konstrukiif berdasarkan partisiine yang  jntegral-R, merupakan integral non linear
eksistensinya dijamin oleh Teorema 2Henstock

E:r:m;l?rllagi ﬂiﬂ?;rzp rréei;?g?:ak:r? e[:teigr?er Pada teori integral linear, diketahui
integral ?lon linear H,enstock furFI) sigbernilaijika fdan g terintegral pada [a, b] maka (f +
9 9 0) juga terintegral pada [a, b]. Akan tetapi,

Banach. pada integral non linear sifat ini tidak
Definis 1 berlaku. Selanjutnya akan dicari syarat

Fungsi f : [a, b]— X dikatakan cukup agar berlaku, tetapi sebelumnya
terintegral Henstock terhadap fungsidisusun pengertian fungsi  terintegl;
ukuran® atau terintegraR;, pada Pada himpunan terukur.

[a, b], jika terdapat AOX

. . . Definis 2:
sehingga untuk setiap bilangas 0 Diketahui E [ [a b] terukur.
ada fungsi positib pada [a, b] dan L ' _
berlaku Fungsi f : [a, b]— X dikatakan
terintegral ada E jika fungsi
XGNP EE grlR, pada E jika fung

untuk setiap partisi-fine D = {([u, Mudah Z{Eatﬁglr?]ﬁeggi:/zm pada [a, b].
vl ; &)} selang [a, b] ; (DX P

menotasikan jumlahan atas semugp- (e 8
(lu, v] ; &) di dalam D. r )i o(f t).ct)=(R ){cb(fxE (t). ).

- A tersebut di atas dinamakan nilaigepaqaj ilustrasi, diketahui g(t) = f(t) pada
integral fungsi f terhadap fungsi ukurdn g 4an g(t) =0 pada[a, b]-E. jika f

atau nilai integralR,, fungsi f pada [a, b] terintegralR, pada E maka g juga
dan tunggal adanya.

Selanjutnya ditulis terintegral-R, pada [a, b] dan

A= (R )fo(t () ), dan

(R ) ololthet)=(R )f o(txo ) c)=(R ) o( (€).ct)

2. Teorema Kekonvergenan integral dan dikenal dengan masalah

Diketahui f, fungsi terintegralR, kekonvergenan. Penelitian ini hanya
pada [a, b] untuk setiap n, dan barisag {f dibahas teorema kekonvergenan seragam,
konvergen ke f hampir dimana-mana pad4@n kekonvergenap.

[a, b], ternyata f tidak terintegrd®, pada a. Kekonvergenan Seragam

[a, b]. Uraian ini memuat pembahasan  pada teori integral linear (Henstock)
syarat cukup agar f terintegréd; pada [a, diketahui bahwa teorema kekonvergenan
b] dan seragam berlaku. Dalam penelitian ini akan
Ry b ditunjukkan bahwa teorema kekonvergenan
(R )I o(f (t),dt) = I!'[QO(R )I o(f (t) dt). seragam masih berlaku pada integR4-
i : Untuk menyingkat penulisan,

Masalah di atas merupakan salah SatHidaftarkan syarat-syarat berikut :

aspek yang penting untuk dikaji dalam teori
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1) {f} konvergen ke f hampir dimana-

mana pada [a, b].

2) {fn} konvergen seragam ke f pada |[a,

b].
3)
dalam n.

4) Untuk setiap bilangane > 0 ada

bilangané > 0 sehingga untuk setiap

selang | di dalam [a, b] dengafi) < 9,
berlaku

(R )fo(, o).t

5) Untuk setiapé O [a, b] dan bilangar >
0 ada bilanga@: > 0 dan bilangan N >
0 (hanya bergantung pada sehingga
untuk setiapm,n > N berlaku

HFm,n(U’V)_ Fq,,m(u,v)ﬂ < gv-u

asalkanfD[u,v]D(E—JE,E+5{).

Teorema 3

Jika {f;} barisan fungsi terintegraR,

)| < £, untuk setiap n.

Primitif Fep, kontinu mutlak seragam

b

R )f ot (0)at) = im(R ) oo(1, (1) ct)

n- oo
a

Bukti : Menurut (N4), untuk sebarang
bilangan M > 0 dan bilangaa > 0 ada
bilangan n > 0 sehingga berlaku

Z:q)(xi’li)_gq)(y“h)( <£

asalkan  |x -y <7 [x] <M dan
lyllsM(@i=1,2 .. kdan{l I .., i

partisi bagian di dalam [a, b]. KarenaXf
konvergen seragam ke f pada [a, b] maka
untuk bilangam > 0 ada bilangan N> 0
sehingga jikan = N, diperoleh

|£.(6)- (&) < % , untuk setiap? O[a,b].

Hal ini berakibat untuk setiapn,n= N,
berlaku

pada [a, b] memenuhi (1) dan (2) maka f
terintegral R, pada [a, b] dan
[ £(€)= F(EN < [ £ (&)= £ (N + [£(6)- £, (¢) <
Karena untuk setiap n, ,f partision-fine D, = {([u, V] ;
terintegralR, pada [a, b] maka ada fungsib] berlaku
positif 6, pada [a, b] sehingga untuk setiap

&)} selang [a,

(B, )X o,

Dengan demikian
m,n = N, dan partisbs-fine D, = {([u, V] ;

Oleh karena

. {(R* )ZCD(fn(t), dt)}

merupakan barisan Cauchy
konvergen, sebut k& [0 X dan ditulis

lim (R )bqn(fn(t) dt) =

Hal ini berakibat ada bilangan ;N> 0O
sehingga untuk setiap= N, berlaku

50

(&) [uv)-(R *)TGD(fn(t),dt)( <£

untuk setiap &)} selang

R ) o(f, (0.c)-(R

*)bcb(f t),dt

sehingg®ilih

[a, b] dengad(£) = min{m(E),
5n(€)} untuk setiapé O [a,b| berlaku

[ )olr.e-A<§
nzmaks{Nl,Nz} (tetap), maka

untuk setiap partisb,-fine D, = {([u, V] ;
§}  selang [a, b] berlaku

(oI5 o(r (-4 <.

Hal ini menunjukkan bahwa f terintegral
R, pada [a, b] dan
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Ry _ RV Akan ditunjukkan {f} konvergeny, ke
(R )J-cb(f (t) dt) - ,!'TO(R )I¢(fﬂ(t)’ dt) fungsi nol f pada [0, 1]. ’
: ? Menurut (N4), untuk setiap bilangan> 0

Terbukti ada bilangam > 0 sehingga berlaku

Contoh : Diketahui {p,} barisan fungsi : I P o
tangga pada [a, b] denaaﬁ(g) = ¢/n untuk iZ:;q’(s. , |.) iZ:;,CD(t, | I)
setiap 01, (I =1, 2, ..., k), makap, asalkan(s -t <7;[s| = |d, [t] =[d]. G
terintegralR, pada [a, b] untuk setiap n._ ; 5 o) dan {l b, ... i} parisi

selanjutnya  akan ditunjukkan of}  pagian di dalam [0, 1].

konvergen seragam ke fungsi ngbada [a, Pilih bil N > Y ‘ Uk
bl. ambil sebarang bilangan > 0. pilih = O on9an T = (I +1)17, maka untu

bilangan N = (M + 1)} dengan setiapn = N berlaku

<¢&

M = rnaksﬂ|ci||;i:12 ..... k}, sehingga ”fn(g()_f(g()” <€ <7, untuk setiap
untuk setiapf O[a,b] dann = N berlaku n
] el ¢olod
|6, (€)-9(&)| = F < M—'ﬂg <e¢. Bentuk fungsiy, : [0, 1] — R, dengann(£)

= % untuk setiapED[O,l], maka untuk
setiap partisiyp-fine D = {([u, v] ; &)}
selang [0, 1] berlaku

(R )T o(p(t).ct) = lim (R )Tcp(¢n (d)=6 D) &(f,(&).dt)-(D)X o(f(&).dt)[ <

a

Jadi, {pn} konvergen seragam ke fungsi nol
pada [a, b] sehingga

Untuk menyingkat .penulisan, didaftarkan
b. Kekonvergenarny,, syarat berikut :

Diketahui {f,} barisan fungsi pada [a, .
b]. {f} dikatakan konvergen- terhadap ©) {fn) konvergeny, ke fungsi f pada [a,

fungsi ukuran® atau konvergery, ke b].
Lu;nga f pada [a, b] jika untuk setiap b”an'Teorema4:

e > 0 ada bilangan N > 0 sehingga untu Dl*ketahm {f.} barisan fungsi terln?egral-
setiapn> N ada fungsi positif, pada [a, pada [a, b]. Syarat*(6) berlaku jika dan
b] hanya jika f terintegraR,, pada [a, b] dan
dan berlaku

(D)3 (1, (€).dt)- (D)3 (f (¢) ) < & R )£¢(f (1).c) = lim (R ){ o(f, (t) ct) .

untuk partisiy,-fine D = {([u, V] ; &)} se- Bukti : Syarat perlu : Ambil sebarang
lang [a, b]. bilangane > 0. karena {f} konvergeny,,
ke f pada [a, b] maka ada bilangan NO
sehingga untuk setiap,k = N, ada fungsi
positif y, danyx pada [a, b] dan berlaku

Contoh : Diketahui fungsif: [0, 1] — X
dengan

oo
f,(6) = . eulod- (0’3
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[(o,)% o(f, (€).ct)- (o, ) o( €).t) < £
untuk setiap partisy;-fine Dy = {([u, v] ; b] sehingga untuk setiap partiifine B =
&)} ( = h, k), selang [a, b]. {([u, v] ; &)} selang [a, b] (j = k, h), berlaku
Karena §, f, terintegralR, pada [a, b]
maka ada fungsi positdx dand, pada [a,

(IS ol )R ol ) <

Ambil sebarang partisi-fine D = {([u, V] ; Yh(f;), ok(&), on(€)}, maka untuk setiap
£)} selang [a, b] dengaBi(€) = min {y(§), h,k > N, berlaku

® ) ot (O fun)-R )f o(r, () un]) <

; Ini berarti f terintegralR, pada [a, b] dan
Dengan  demikian {(R) q)(fn(t)d} gralR, p [a, b]

R )folt @.c0) = im (R )fo(1, ()t

merupakan barisan Cauchy sehingga '
konvergen, sebut keA X dan ditulis

b Syarat cukup : Ambil sebarang bilangaf
rI]im(R*) o(f, (t),dt) = A. > 0. Karena
-® a b
Hal ini berakibat ada bilangan ;N> 0 ( ) o(f IIm( )Cb(fn(t) dt

sehingga untuk setiap> N, berlaku a
maka ada bilang N > 0 sehingga untuk
£

(R )fo(1 (1))~ 4 £

setiapn = N berlaku

A Ry £

Pilih n> maks{N,,N,} dan bentuk fungsi (R ) ‘D(fn(t),dt)‘(R )I¢(f(t) dt <3
positif o6 pada [a, b] dengan

8(€) = minfyn(€), 5n(€)}, maka untuk setiap Pilih k > N dan karenaf f terintegral R,

partisid-fine D = {([u, V] ; &)} selang [a, b] pada [a, b] maka ada fungsi poséifdans
berlaku pada [a, b] sehingga berlaku

(OIS () luv)-A <.
(b)Y o(f (@) uv)-(R )f (t),dt)

untuk setiap partisdi-fine Dy = {([u, V] ;
&)} selang [a, b] dan

£
<

D)3 (1 (EMfuv)-(R ) o(r () at) < £

untuk setiap partisb-fine D; = {(Ju, v] ; Ambil sebarang partisi-fine D, = {([u, V] ;
)} selang [a, b]. )} selang [a, b] dengan(&) = min {6x(§),
3(&)}, maka

[ o(f () [uv)-EIX ot () [uv]) < £
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Dengan kata lain {) konvergeny,,
ke fungsi f pada [a, b].
(Terbukti)

< £, untuk setiap n.

R )olr, 0 dt)(

e. Untuk setiapé [ [a, b] dan bilangan
KESIMPULAN e > 0 ada bilangard: > 0 dan
bilangan N > 0 (hanya bergantung
pada &) sehingga untuk setiap
m,n = N berlaku

Berdasarkan pembahasan yang telah
dilakukan, maka dapat diambil kesimpulan
sebagai berikut :

1. Syarat cukup yang diperlukan agar HFCD,n(u’V)_FGD,m(u'V)H<£|V_u|
fungsi f terintegral non linear asalkan
Henstock pada selang yang sama E0[u V]D(f—d €:+5)
adalah: ’ ¢ ¢

2. Teorema kekonvergenan yang terkait
dengan integral non linear Henstock
fungsi bernilai Banach adalah :

a. {f,} konvergen ke f hampir dimana-
mana pada [a, b].
b. {f} konvergen seragam ke f pada

[a, b]. a. Jika {f,} barisan fungsi terintegral-
c. Primitif  Fo, kontinu  mutlak R, pada [a, b] memenuhi (1) dan

seragam dalam n. (2) maka f terintegraR, pada [a,
d. Untuk setiap bilangare > 0 ada b] dan

bilangansd > 0 sehingga untuk setiap
selang | di dalam [a, b] dengafl)

<, berlaku
b
(R )CD ) at) = lim (R ) (£, ().t
b. Diketahui {f,} barisan fun93| terin Henstock. Laporan Penelitian, FMI
tegral-R, pada [a, b]. Syarat (6) PA-UGM, Yogyakarta

berlaku jika dan hanya jika f terin- 0rdon, R. (1990)Another Approach to
tegral-R, pada [a, b] dan the Controlled Convergence Theo

rem. Real Analysis Exchange, V. 16,

Ry h. 306-310
( )f o(f (t).dt) = “m( )f (1, (t).t) Liao, K.C. (1987).A Refinement of the

Controlled Converage Theorem for
DAFTAR PUSTAKA Henstock Integrals. South. Asian

Bartle, R.G. (1994)A Convergence The- Bull. Of Math, V. 11, h. 49-51
orem for Generalized Rei mann In- F€ng Yee, L. (1989)Lanzhou Lectures

tegrals. Real Analysis Ex change, V. on Henstock Integration. Word Sci-

20, h. 119 -124 entific Singapore

Cao, S.S. (1992)The Henstock for Ba >°€dijono, B. (1993)The Convergence
nach-Valued Functions.  South. Theorem of Approximate Integral,
Asian Bull. Of Math, V. 16, h. 35-40. South Asian Bull, of Math, Special

Darmawijaya, Yusuf, Indriati, Ch, R, dan Issue, h. 153-162
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